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TEMA 1

FUNCIONES REALES DE VARIAS
VARIABLES

1.1. INTRODUCCION

En el estudio de modelos econémicos encontramos funciones que depen-
den de dos o mds variables. El siguiente ejemplo nos muestra una funcién de
beneficios que depende de dos variables:

Ejemplo 1.1 Los beneficios de una empresa, calculados en funcién del capital
invertido en innovacién tecnoldgica y en publicidad, vienen determinados por
la funcién:

B(z,y) = 61 + 10y — 2% — ¢*

donde la variable x representa la cantidad de euros (en miles) invertidos en
tecnologia y la variable y representa la cantidad de euros (en miles) invertidos
en publicidad.

Ejemplo 1.2 Lanzamos un nuevo producto al mercado y observamos que la
demanda depende no sélo del precio del producto, p, sino también del precio
de otros productos similares que se encuentran en el mercado, (p1, pa, p3). Si
ademsds influye también la variable publicidad, supongamos que z representa la
cantidad de anuncios que aparecen mensualmente en prensa, tenemos entonces
una funcién de cinco variables:

D= f(p7p17p27p37 Z)

Ejemplo 1.3 R. Stone calcul6é que la demanda de la cerveza en Inglaterra se
podia escribir aproximadamente:

_ 0.136 -0.727 0.914 0.816
X =1.058 2777 x5y " g7 @y

donde
x1 : renta del individuo
Zo : precio de la cerveza
x3 : Indice general de precios de otros bienes
x4 : fortaleza de la cerveza.

@ B. Campos [ J. Castello - ISBN: 978-84-691-4662-0 4 Mateméticas. Volumen Il - 2008/2009 - UJI



Aunque centraremos nuestro estudio en las funciones de dos o tres variables,
podemos generalizar los conceptos a més variables; es decir, a n variables.

Definicién 1.1 Una funcion real de n variables reales es una aplicacion f que
a cada vector ¥ = (x1, ..., z,) de R" le hace corresponder un valor z de R :

fA R" — R

(1, ey Tp) — 2 = f(21, .00y Tp)

1.2. GRAFICAS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Definicién 1.2 La grafica de una funcién de dos variables se define como el
conjunto:

graf(f) = {(z.y. f(2,y)) € R’/ (w,y) € dom([)}

que constituye una superficie en R3.

Ejemplo 1.4 La gréfica de la funcién f(z,y) = 2? — y es:

* 2
oL

2T

1.2.1. Curvas de nivel

La representacion mediante curvas de nivel nos da una idea de cémo es la
grafica de una funcién de dos variables.

Definicién 1.3 Una curva de nivel de una funcién es el lugar geométrico de
los puntos en los que la funcién toma el mismo valor.

Las curvas de nivel no se cortan nunca, puesto que un punto no puede
tener dos imdgenes. Las curvas de nivel de un funcién se obtienen cortando
la superficie representativa de la funcién por planos horizontales de altura
c. Por ello, se obtendrdan igualando la funcién dada a valores constantes y
representando en el plano (z,y) las ecuaciones asi obtenidas.
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Ejemplo 1.5 Dibuja las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 22 + 2.
Solucién. Igualando la funcién f a valores constantes tenemos:
flay)=c—a’+y’ =c

Las ecuaciones obtenidas, 2% + y? = ¢, representan en el plano (z,¥), cir-
cunferencias centradas en el origen y radio y/c para valores ¢ > 0, para ¢ = 0
se tiene un tnico punto, el (0,0) y para valores ¢ < 0 no hay curvas de nivel.
Si dibujamos varias de estas curvas, por ejemplo para los valores ¢ =1, ¢ =4,
c =9 se tiene:

Y

=

Vemos a medida que el valor de ¢ aumenta, se tienen circunferencias de
radio mayor. Como estas circunferencias corresponden al corte de la superficie
con el plano z = ¢, podemos visualizar la superficie como una sucesién de estas
curvas de menor a mayor radio a medida que aumenta z:

)
, 0
3
2
zZ
1
0
-2
0 2

Ejercicio 1.1 Dibuja las curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 2% — y.

’/

X

N
N

A

Ejercicio 1.2 Obtén la grifica de la funcién f(x,y) = 4 — 2? — y? mediante
curvas de nivel.

1.3. DERIVADAS PARCIALES

Cuando estudiamos una funcién de una variable, y = f(z), su derivada
f'(x) mide la tasa de variacién de la funcién cuando la variable x cambia.
Para funciones de dos o méds variables queremos estudiar la variacién de la
funcién respecto de los cambios producidos en cada variable independiente
cuando el resto de variables permanecen constantes.

Para el caso de una funcién de dos variables z = f(x, ), queremos estudiar
como varia f respecto de una variaciéon de x cuando y permanece constante y
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cémo varfa f respecto de y cuando = permanece constante. Obtenemos asf las
llamadas derivadas parciales de f respecto de = y de y, respectivamente.

Definicién 1.4 Derivada parcial de la funcién z = f(x,y) respecto de x :

of o flathy) - fzy)
Derivada parcial de la funciéon z = f(z,y) respecto de = en un punto
o) of £ (0 + hy o) = £(0r0)
12 To + yYo) — Lo Yo
e (20, 9o) = lim .

Definicién 1.5 Derivada parcial de la funcién z = f(x,y) respecto de y :

of

RY; f(ﬂ?,y—i-h)—f(l’,y)
oy (z.9) = ’1113(1) h
Derivada parcial de la funcién z = f(z,y) respecto de y en un punto
o) of F (s 90+ ) = £ (2 0)
“J R Los Yo + - Los Yo
e (0, Yo) = lim -

Esta definicién se generaliza para mas variables.

A efectos précticos y para la clase de funciones con las que trabajaremos
habitualmente, podemos aplicar las reglas de derivaciéon conocidas, teniendo
en cuenta que al derivar respecto de una variable, el resto de variables han de
considerarse constantes.

Ejemplo 1.6 Calcula las derivadas parciales de la funcién:
flz,y) =2’y +2%y" + o + 3

Solucion.

0
a—i(w, y) = 3z’y+2zy°+1
0
8—5(:10, y) = 2°+22% +2y. A
Ejemplo 1.7 Calcula las derivadas parciales de la funcién:
__ Ty
f(iU,Z/) - :EQ _|_y2
Solucion.
OF (s ) y(@® +y°) —wy2e _ yP —a?y
or " (22 + 12)2 (22 + 12)2
O ) = v(@® +y?) —ay2y @ -yt
Oy (% +y?)? (% +92)*
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Ejemplo 1.8 Calcula las derivadas parciales de la funcién:

f(z,y) = 2*siny

en el punto (2,0).

Solucién. Calculamos las derivadas parciales:

of
of

y sustituimos el punto. Por tanto:

of
ox
of
dy

'

%(‘/an)

z,y)

= 2zsiny

= 2%cosy

(2,0) = 0

(2,0) = 4. A

Ejemplo 1.9 Calcula las derivadas parciales de la funcién:

f(:v,y)={

en el punto (0, 0).

3

2 +y2

0

(z,y) # (0,0)
(z,y) = (0,0)

Solucién. En este caso tenemos que aplicar la definicién de derivada:

af(O 0) = lim (0+h0) /10, )—hmu—hmO—O

ox h—0 h—0 h—0

of L <00+h> £0,0) -0 h
a0 = M ST Ty T = A

Ejemplo 1.10 Calcula las derivadas parciales de la funcién:

f(x,y,2)

=2*yz+zlny — ==
z

Ty

Solucién. En este caso tenemos una funcién de tres variables, por tanto ten-

dremos tres derivadas parciales:

(29,2

%<x,y, )

0
O (292
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Ejercicio 1.3 Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones:

i) f(z,y) = cos3x sin(x — y)
2r +y
r—Yy

i) f(x,y)=

iii) f(z,y,2) =sin(2r — 2?) — In(zy — 2)

V) f(,y) = ~In(3)

v) f(x,y) = e ¥In(z + 3y)
vi) f(z,y) = 2% arctan(%)

vii) f(x,y,2) ="t sin? 2
viii) f(z,y) = 2¥

ix) f(z,y,2) =xy"**

1.3.1. La diferencial de una funcién de dos variables

Definicién 1.6 Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables con derivadas
parciales. Si dx y dy son nimeros reales arbitrarios, definimos la diferencial de
z = f(z,y) en (z,y) y se designa por dz 6 df, como:

P ACIY )P ACY') dy
ox dy

Cuando la variable = varfa a x+dx y la variable y varfa a y+dy, la variaciéon
de la funcién es el incremento dado por:

Az = f(x+dx,y+ dy) — f(z,y)

Si dx y dy son pequenos, entonces Az se puede aproximar por dz :

B of (z,y)
o dx + 9y dy

Ejemplo 1.11 Halla la diferencial total de la funcién f(z,y) = xy, en el punto
(2,3) para los incrementos dx =0.1y dy =0.2.

Solucién.
dz =ydr + xdy

luego en el punto (2,3) :

dz |23 =3-01+2-02=07
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Podemos comparar el resultado con el incremento total de la funcién:

Az = f(2.1,32) — f(2,3) =6.72— 6 =0.72. A

1.3.2. Derivadas parciales de orden superior

Dada una funcién de dos variables z = f(x,y), sus derivadas parciales
% y g—’yc, llamadas derivadas parciales primeras, son a su vez funciones de las

variables x e y. A partir de %(m, y), podemos construir dos nuevas funciones
€T

tomando sus derivadas parciales respecto de = e y. Del mismo modo podemos
tomar las derivadas parciales de %5 (x,y) respecto de x e y. Las cuatro funciones

asf obtenidas se llaman derivadas parciales segundas de f(z,y) y se les denota:

o of f o of.  &f
92\90) = 922 35\ 90) = ay00
o of  &f o 0f  o2f
o'y " ey ooy " o

Ejemplo 1.12 Calcula las derivas parciales segundas de la funcién:
fla,y) = 22%y + 2y® +2° +y.

Solucién. Calculamos en primer lugar las derivadas parciales primeras:

% = day+y*+32°
g—i = 228+ 22y +1
por tanto, las derivadas segundas son:
0? 0,0 0
0? 0,0 0
axo:?fy = %(8_3{) = %(2552 +2xy+1) =4z + 2y
0? 0,0 0
0% f 0 ,0f 0

_ = —(—) = — 2 =
e 8y(8y) ay(2x +2zy+1)=2z. A

Ejemplo 1.13 Si f(x,y) = sinz+y3e?®, calcula las derivas parciales segundas
en (0,1).

Solucién. Calculamos en primer lugar las derivadas parciales primeras:

g = cosz + 2yPe*
Ox
g _ 3y262$

dy
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por tanto, las derivadas segundas son:

0? 0 0 0

f 0 of 0

— (L — 2,2r) _ 2 2x
oxdy 8x<8y> ox (By"e™) = 6y’e
0? 0 0 0
aygx ~y a_£> = 3—y(COSfE +2y°e*) = by’e*”
o*’f 0 ,0f 0

—_J T (L = 2.2T\ 2

Finalmente sustituimos el punto (0,1) :

02 f 02 f
0 f 0 f
8y8x(0’1)_6 a—yz(o,l)—ﬁ. A
: : : I’ f D’ f
Observemos que en los ejemplos anteriores las derivadas y
Oydxr ~ 0x0y

coinciden.
De manera similar se definen las derivadas parciales 3%, 4% ...

PPf

Ejemplo 1.14 Sea f(z,y) = 2%sin(3z + 2y). Calcula Or0y?

Solucion. La derivada parcial tercera pedida es la siguiente:

Pf 0,0 0f

Comenzaremos calculando la derivada parcial primera respecto de vy :

af o 3
o 22° cos(3x + 2y)

a continuacién, volvemos a derivar respecto de y para obtener la derivada
segunda
of

0% f 0 5 .

Finalmente, derivando la expresion anterior respecto de z llegamos a la
derivada tercera que buscamos:

3 2
828];2 = %<g—gj;) = —122%sin(3z + 2y) — 122 cos(3x + 2y). A
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Conmutatividad de las derivadas sucesivas

Teorema 1 (Teorema de Schwarz) Dada una funcion z = f(x,y), si

(i) 3 %, ‘g—’yc en un entorno de un punto (o, Ys),

2

(ii) 3

en un entorno de un punto (z,,y,) y es continua,

0x0y
entonces,
= Of ademds Of = Of
OyOx Y oyor  Oxdy’

Este teorema se puede generalizar a n variables.
Ejemplo 1.15 Calcula las derivadas parciales de segundo orden de
f(z,y) = 3xsiny + y° cos 4

Solucién. Calculamos en primer lugar las derivadas primeras:

of

a—(a:, y) = 3siny — 4y’ sindw
T
0
a—f(a:, y) = 3xcosy+ 3y’ cosdr
Y
Volviendo a derivar se tiene:
82
a—é(x, y) = —16y°cosdw
T
o2
8—J;<$’ y) = —3xsiny+ 6ycosdx
)

2
Calculamos ahora 2L
0zxdy

0% f
0xdy

= 3cosy — 12y sin 4z

puesto que esta funcién existe y es continua en R?, se verifican las condiciones

del teorema de Schwarz, por tanto también existe en R? la funcién 8128’; y

. . 2
ademds coincide con 21 . A
0zxdy

Bf Df
0xdydz Y Oy0z0x’

probando que coinciden.

Ejercicio 1.4 Calcula siendo f(z,y,z) = €™ cosz com-
Ejercicio 1.5 Dada la funcién u(z,y, 2) = 2%e* calcula:

o) *u ) 0*u
020y0x? 0x20y0z
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NOTA: Las funciones con las que tabajaremos en este curso verifican las
condiciones del teorema de Schwarz, por ello no nos preocuparemos del orden
de derivacién, ya que las derivadas cruzadas siempre coincidiran.

1.3.3. Derivadas de funciones compuestas

Muchos modelos econémicos manejan funciones compuestas. Se trata de
funciones de una o més variables que a su vez son funciones de otras variables,
que llamaremos variables bésicas.

Ejemplo 1.16 Supongamos que la cantidad producida (output) P es funcién
del capital C' y del trabajo 7'y ambos, a su vez, son funciones del tiempo t¢:

P=3C*+¢"
donde

C(t) = 100 + 2t
T(t) =2t*

., Cémo varfa la cantidad producida con el tiempo? es decir, jcudnto vale %?

En general, jcéomo varfa el valor de una funcién compuesta cuando varfan
los valores de sus variables basicas?

Puesto que se nos presentaran diferentes casos para cada problema, pode-
mos elaborar un esquema de darbol para obtener facilmente las férmulas de las
derivadas correspondientes.

I) 2= F(z,y) conz = f(t), y=g(t):

dz _OFd  OFdy
dt — Ox dt Oy dt

Ejemplo 1.17 Calcula %, siendo z = F(z,y) = 2° — y?, donde z = ¢

ey =c¢c

Solucién.
dz OF dx  OF dy 4 )
O T nator oyt =
dt ordt  ogdr " ve

(teniendo en cuenta los valores de x e y en funcién de t)
= 10t —2¢*. A
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Ejemplo 1.18 Calcula % siendo z = F(u,v) = ¥, donde u = sinx y

dx
v = e".
Solucioén.
dz oF du OF d_v 1 —u

= —cosz + —e* =
02

- + R
Judr Ovdr v
(teniendo en cuenta los valores de u y v en funcién de z)

1 sinx

= —cosT — e* =e "cosr —sinze ¥ =e “(cosx —sinz). A
e

dz

e2:p

Ejercitcio 1.6 Calcula % siendo u = xy +yz + z2, donde x = €', y = %
y 2= 9-

IT) = = Fla,y,t) conz = f(t), y = g(t) :
dz 8F@ 8F@ oF

Gt ordt oydt ot

Ejemplo 1.19 Calcula % siendo z = F(z,y,t) = 22 + y? + €%, donde

dt
x =1Int ey = cost.

Solucioén.
dz OF dr O0Fdy OF 1 ) 3¢
& L Y 9 4 oy(—sint =
BT rdi Togar tor T2y T wlosing) + 3

(teniendo en cuenta los valores de x e y en funcién de t)

2Int
= tn — 2sintcost + 3¢, A

De modo andlogo se derivan las funciones compuestas de dos o més variables
I) z = F(u,v) conu= f(z,y), v=g(z,y) :
0z 0z 0u n 0z Ov
dr  Oudr Ovox
0z 0z0u 0z0v

dy  udy  0vdy

Ejemplo 1.20 Sea z = 2u + 3v, donde v = 2? + cosy y v = ycos.
Calcula las derivadas parciales primeras de z respecto de x y de .

Soluciién.

9z 9zou  09z0v

ox %8x+%8x

g; = %g—z + %g—z = 2(—siny) + 3(cosx) = —2siny + 3cosz A

= 2(2x) + 3(—ysinx) = 4x — 3y sin .
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Ejercicio 1.7 Sea z = (1 + u)" + 3w, donde u = /22 +y?, v = €™ y
w = sin x. Calcula las derivadas parciales primeras de z respecto de x y
de y.

También podremos calcular derivadas sucesivas.

Ejemplo 1.21 Sea z = u? + usinv, donde u = 3z + y y v = 2xy. Calcula
0?2z

02
Solucién. Calculamos la derivada parcial primera respecto de x :

0 dz0u 0z 0
(9_920 = a—za—z—l—a—ia—z:(2u+sinv)3+(ucosv)2y:
(teniendo en cuenta los valores de u e v en funcién de z e y)
= 18z + 6y + 3sin(2xy) + (6xy + 2y) cos(2xy)

Derivando esta expresion parcialmente respecto de = se tiene:

9%z

= 18 + 6y cos(2xy) + 6y cos(2xy) + (6xy + 2y°)(— sin(2zy)2y)

= 18 4+ 12ycos(2zy) — (1229° + 4y°) sin(2xy). A

Ejercicio 1.8 Sea f(r,y,2) = rycosz?, donde z = sint, y =e' y 2 = t* + 1.

df
Halla —-.
alla —

Ejercicio 1.9 Sea f(u,v) = vsinu, donde u = ¢ y v = In(y?+2?%). Calcula
las parciales primeras de f respecto de sus variables bésicas.

Ejercicio 1.10 Sea f(u,v) = u?>+uv?, donde u = /22 + y* y v = €®. Calcula
las parciales segundas de f respecto de = y de y.

1.4. FUNCIONES VECTORIALES

Definicién 1.7 Una funcidn vectorial de n variables es una aplicacién
f: R" — R™
('/L‘].7 ) xn) — (yl? R ym) - (f].(aj]J ) xn)? R fm(x]_, R xn))

A las funciones fi, ..., f,, se les llama funciones coordenadas o componentes
de f.

= Una funcién vectorial f es continua en un punto & = (21, ..., x,) si lo son
cada una de sus componentes.

= Una funcién vectorial f es diferenciable en un punto & = (z1, ..., z,,) si sus
componentes son funciones continuas con derivadas continuas en dicho
punto.
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Ejemplo 1.22 La funcién f : R?> — R3 definida por
flz,y) = (@® +y.x —y,p%)
es una funcion vectorial de 2 variables y tres componentes.

Definicién 1.8 Dada una funcién vectorial diferenciable de n variables y m
componentes, f = (fi,..., fm), se llama matriz jacobiana de f a la matriz de
dimension m x n formada por las derivadas parciales de las componentes de

f:

on on
oz OxTn
Jf=Df(xy,...,z,) = : :
Ofm Ofm
Ox1 Tt Oxg

Ejemplo 1.23 La matriz jacobiana correspondiente a la funcién del ejemplo
1.22 es la matriz de dimensién 3 x 2:

oh 9k

gf 85,}7, 3:6‘2 1
Jf=Df(x,y)=| % a—}f = 1 -1

ofs O

B oy 0 2y

1.4.1. Composicién de funciones vectoriales

Dadas las funciones vectoriales f : R" — RP y g : RP — R, la funcién
compuesta h = g o f es una funcién vectorial h : R* — R™; es decir, de n
variables (z1,...,2,) y m componentes (hy, ..., hy,):

R L, re 4, R™

-

h=gof

Ejemplo 1.24 Dada la funcién f(z,y,2) = 2zy + 2z, v + 3?) y dada la
funcion g(u,v) = (u + e?, v + e*), el esquema de la funcién compuesta es

]R3 i) ]RQ i} RQ
@2 = Qry+z,z+yh  @w+elv+e™
N N\~ —— ——

u v hq ho

La funcién compuesta serda una funcién h de 3 variables (x,y,z) y dos
componentes (hy, hy). Si realizamos la composicién obtenemos:

Wz, y,2z) = (go f)(x,y,2) = g(f(2,9,2)) = 9(2ry + 2z, + 7))
=(2zy+ 2+ Y 4 y? 4 etrtEE)

Ejercicio 1.11 Calcula la matriz jacobiana de la funcién A del ejemplo ante-
rior.
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Calculo de la Jacobiana aplicando la regla de la cadena

Nuestro objetivo es obtener la matriz jacobiana de una funcién compuesta
sin realizar la composicién, aplicando la siguiente regla:

Propiedad 1 (Regla de la cadena) Sea f : R" — R? wuna funcion dife-
renciable en un punto @ € R™ y sea g : RP — R™ wuna funcion diferenciable
en el punto b= f(@). Entonces, la funcion compuesta h = go f es diferenciable
en el punto a y ademds se cumple:

D(g o f)(a)

D(g(f(a)) =
Dy(b) - Df (@)

Ejemplo 1.25 Consideremos la composicién de funciones del ejemplo anterior
y calculemos la jacobiana.

Solucién. Veamos céomo calcular la jacobiana de la composicién mediante el
producto de matrices. La jacobiana de la funcién f(z,y,2) = (2xy + 2, © +y?)

€S
([ 2y 22 1
Df<xay>z)_< 1 2y 0)

La jacobiana de la funcién g(u,v) = (u + €”,v + €2*) es:

1 e
Dg<u7v) - ( 2€2u 1 >

que calculada en f(z,y, z) es:

1 eT Y
Dg(f(fl?,y,Z)) :Dg<2f13y—|—2’, $+y2) = ( 262(2xy+z) 1 >
Entonces:

Dh(z,y,z) = D(g9(f(x,y,2)) = Dg(f(z,y,2)) - Df(z,y,2) =

B 1 vy’ 2y 2z 1
o\ 2e2mts) ‘1 29 0)

B 2y + TV 2p 4 ety 1 A
- 4ye4xy+2z +1 4$€4xy+2z + 2y 2€4xy+2z :

Ademés de calcular la matriz jacobiana de la composicién de dos funciones
mediante producto de matrices, también podemos hallarla mediante esquemas
de drbol y aplicando la regla de la cadena como en la seccién anterior.
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Ejemplo 1.26 Consideremos de nuevo el ejemplo anterior y calculemos la
jacobiana.

Solucién. La jacobiana de la funcién compuesta h es la matriz:

Ohy Ohy Ohy
_ Jor Oy 0z
Th="\"0hy 0Ohy Ohy
or Oy 0z
Tenemos que
]’Ll = hl (u, U)
h2 = h?(“a U)

donde u=2zxy+z2yv=ax+1>
Por tanto, las derivadas parciales de hy y hy se obtendran aplicando la
regla de la cadena vista en la seccién anterior:

8h1 8h1 % 8h1 81}

9r  udr v o

(teniendo en cuenta los valores de u y v en funcién de z e y)

=1-2y+e’-1=
=2y + =V’

8h1 8h18u 8h18v
- A Tl ety =
dy ou 8y+8v dy Tre -y

(teniendo en cuenta los valores de u y v en funcién de z e y)

= 2u+ 2ye””+y2

ohy  Omou
R S

Andlogamente, se calculan las parciales de la segunda componente de la
funcién compuesta:

8h2 . ahg ou 8/12 ov . 2u . day+2z
83:_8u83:+81)83:_26 2y+1=4dye !
8h2 ahg ou 8h2 ov 2 4
_ - 2 - _9 u2 2 =4 xry—+2z 2
dy 8u8y+avay ¢rer t 2y = dve ey
ohy _ 0ns 0u
0z  Ou 0z

La matriz jacobiana de la funcién compuesta h es:

Th— 2y + ety 2n + ye TV’ 1 A
- 4ye4xy+2z +1 4xe4xy+2z + 2y 264xy+2z

— 262u — 264xy+2z
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Ejemplo 1.27 Dadas las funciones f(t) = (t* + 1,¢') y g(u,v) = (uv, ),
calcula la jacobiana de la funcién h = g o f.

Solucién. El esquema de la composicion es:

f

RQ g RQ
t — 42 t — (%
t“+1 =
(+7 \C;/-/) (‘ uv ) v )

hy
ho

La jacobiana de h serd una matriz de dimension 2 x 1:
dhy
w-(%)
Tdt

hl = hl (U, ’U)

Tenemos que

donde u=1t>*+1yv=cel
Por tanto, las derivadas de hy y ho respecto de t son:
dhl 8h1 du 8]11 @

E = %dt +%dt :U2t+'LL€t :€t2t+<t2+1)€t :€t<t2+2t+1)
dhs Ohs du N Ohadv 1 w o, 2t P+ 1€t 2t — 2 — 1
—_— _= —_— —_— = - —_ —e = — — =

dt Ou dt ~ Ov dt v 02 et e?t et

La matriz jacobiana es:

(et 42t+1)
Jh_(et(%—ﬁ—l) A

Ejemplo 1.28 Sea f(t) = (t*+1,e7") y sea g(u,v) = L. Si h = go f, calcula,
aplicando la regla de la cadena, h/(t).

Solucién. El esquema de esta composicion es:

R B L
t—>(t3_’_1’€t)—>

En este caso la matriz jacobiana tiene dimensién 1 x 1; es decir, puesto que

la composicién h es una funcién h : R — R, lo que en realidad se obtiene es
DS K (t).

, s u——1t
N
v — 1
Por tanto,
dh  Ohdu Ohdv 1 —u
rpy - GV onau ORav. 1o TUNet(—1) —
W) dt 8udt+8vdt <v>t+<v2>e (=1)

(teniendo en cuenta los valores de u y v en funcién de t)
=32 +e(tP+1) =€ (t* + 3t +1). A
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2
Ejercicio 1.12 Sea f(u,v) = (u*—v, u—,v2—|—1) yseag(r,y,z) = 22 +y?2+22
v

Calcula, aplicando la regla de la cadena, la matriz jacobiana de g o f.

Ejercicio 1.13 Sea f(x,y) = (e"Y,coszy,y) y sea g(u,v,w) = (2u + 3v,u +
w?). Calcula D(g o f) aplicando la regla de la cadena.

1.5. FUNCIONES HOMOGENEAS

Las funciones homogéneas son una clase de funciones que tienen impor-
tantes aplicaciones en algunos campos de la economia. Comenzaremos estu-
diando las funciones homogéneas de dos variables, por ser las mds sencillas,
para luego generalizar todo lo estudiado.

1.5.1. Funciones homogéneas de dos variables

Definicién 1.9 Sea f(z,y) una funcién escalar de dos variables definida en
un dominio D. Decimos que f es una funcion homogénea de grado «, si para
cualquier (z,y) € D y para todo k > 0 se verifica

flkz, ky) = k" f(z,y)

Es decir, si al multiplicar las dos variables por una constante positiva k, el
valor de la funcién resulta multiplicado por k.

Evidentemente, para que la definicién anterior tenga sentido, es necesario
que el dominio de la funcién, D, verifique la siguiente propiedad:

V(z,y) € Dy Vk>0= (kx,ky) € D

Un conjunto que verifique esta propiedad se llama cono. En esta seccién, se
supondrd que los dominios de las funciones con las que trabajemos serdn siem-
pre conos.

2 2

Ejemplo 1.29 La funcién f(x,y) = :U2
T

——— es homogénea de grado cero, ya
+ 12

que para cualquier k£ > 0 se tiene:

f(kx k )_ (k’ﬂ?)2 _ (ky)2 B k2$2—k2y2 B k2($2 _y2) B 332 _y2 B kO
BY) = (kx)2+ (ky)? K222+ k22 k2(22+y2) 22492

f(z,y).

2
Ejemplo 1.30 La funcién f(x,y) = x + 2V s una funcién homogénea de

grado 1, ya que para cualquier k£ > 0 se tiene:

2(k )2 k212 2k 12 21/
ﬂ:kx—k—yzkx—k J :k:(x—f—i
kax kax T T

flkz,ky) =ka+ )=k f(z,y).
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Ejemplo 1.31 En mucho modelos econémicos aparecen funciones de dos va-
riables de la forma f(z,y) = CaPy?, donde C, p, ¢ son constantes y x > 0,
y > 0. Una tal funcién se llama funcion de Cobb-Douglas y es una funcién
homogénea de grado p + ¢. En efecto, si k > 0:

fka,ky) = C (ka)(ky) = CRParkty! = KHCaPyt = kP f (2, y).

Ejercicio 1.14 R. Frisch (Nobel de Economia en 1969) y T. Haavelmo (No-
bel de Economia en 1989) realizaron un estudio sobre la demanda de leche,

encontrando la relaciéon

332.08

f(xay) =C y1.5

siendo C' una constante positiva y donde f(x,y) es el consumo de leche, x su
precio relativo e y la renta por familia. Justifica que f(z,y) es una funcién
homogénea y calcula su grado.

Propiedades de las funciones homogéneas

Veamos a continuacién algunas de las propiedades de las funciones ho-
mogéneas:

(i) Si f, g son funciones definidas sobre el mismo cono D y homogéneas de
grados « y (3, respectivamente, se verifican:

a) Sia=pf,entonces f + g es homogénea de grado a.

b) Af es homogénea de grado a.

¢) f-g eshomogénea de grado a + f.

d) Sig(z,y) # 0, para todo (z,y) € D, entonces f es homogénea de
g

grado a — f3.

(ii) Si f es una funcién homogénea de grado «, entonces

0 0
(iii) Si f es una funcién homogénea de grado «, entonces a—f y 8_f son ho-
x Y
mogéneas de grado o — 1.

(iv) Teorema de Euler: f(z,y) es una funcién homogénea de grado « si y

o . Of of
solo si x@x+y8y = af(z,y).
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Ejemplo 1.32 Comprueba las tres tiltimas propiedades para la funcién f(x,y) =
4zy?* — 23, que es una funcién homogénea de grado 3 (jcompruébalo!).

" Ox

0 0
Solucién. Evidentemente —f =49? — 322y 8_f = 8y, son homogéneas de
Y

grado 2, ya que
2L (ko k) = Alky)? 80k ) = K24y — 302) = 122 (2, )
of ’

v) _ _ 72 _ 72
ay(/mky) 8(kx)(ky) = k*8xy =k ay(x,y)

Con lo que queda comprobada la tercera propiedad.
También se tiene:

T=—+y=— ==z (4y2 — 32%) +y (8zy) = 12zy° — 32° = 3(day® — %) = 3f(x, )

y asi hemos comprobado el Teorema de Euler.
En cuanto a la segunda propiedad:

Ejercicio 1.15 Comprueba las propiedades 2, 3 y 4 de las funciones ho-
mogéneas con las funciones de los ejemplos anteriores.

1.5.2. Funciones homogéneas generales

Las definiciones y propiedades estudiadas en la seccién anterior pueden ge-
neralizarse para funciones escalares de tres o mds variables. Para ello, y en
lo que sigue, f : D C R" — R serd una funcién definida sobre un cono
de R"™; es decir, sobre un conjunto tal que si (z1,s,...,2,) € D, entonces
(kxy, kxa, ..., kx,) € D, para cualquier k > 0.

Definicién 1.10 Decimos que una funcién f es homogénea de grado o en D
si para cada (z1,xs,...,2,) € D y para cualquier k£ > 0 se verifica:

flkxy, kxo, ... kxy) =k f(x1, 29, ..., 25).

— 3
Ejemplo 1.33 La funcién f(z,y,z2) = % es homogénea de grado
—1, ya que
kx—ky+3(kz) k(z—y+32)
kx. kuy. k = = =
Jlka,ky, k=) (kx)2+ (ky)2+5(k2)?  k*(2®+ y® + 522)
1 z—y+3z _
= ———— 2 =k f(a,y,2).

k22 +y? + 522
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Ejercicio 1.16 Demuestra que las funciones que se dan a continuacién son
homogéneas y calcula su grado de homogeneidad:

(l) f(x,y,Z,t) =Ty — 3zt
(i) f(x,y,2) =T +y+=z

Ejercicio 1.17 Demuestra que la funcién de Cobb-Douglas generalizada,

P2

flx1, @9, ... 2y) = Catah™ - abn

es homogénea y determina su grado de homogeneidad.

Como ya hemos indicado antes, son vélidas las generalizaciones de las
propiedades vistas en la seccién anterior. Por su importancia como propiedad
que caracteriza a las funciones homogéneas, destacamos el siguiente teorema:

Teorema 2 (Teorema de Euler) Sea f una funcion de n variables con de-
rivadas parciales continuas en un cono abierto D. Entonces f es homogénea de
grado « si y sdlo si para cualquier (x1,2s, ..., x,) € D se verifica la siguiente
tqualdad:

;m&a—i(fﬁl,xm . ,In> = af(m,xg, .. ,xn),

Ejercicio 1.18 Dada la funcién f(x,y,z) = \/2* + y* + 2%, demuestra que es
homogénea y comprueba que se verifica el teorema de Fuler.

Para finalizar esta seccién dedicada al estudio de las funciones homogéneas,
senalaremos una de sus principales aplicaciones econémicas: el output de un
proceso productivo viene dado por una funcién f(xy, zs, ..., x,), en funcién de
las cantidades x1, o, ..., x,, de los n inputs que intervienen en el proceso. En
numerosas ocasiones ocurre que si todas las cantidades se multiplican por un
mismo factor k, el output resulta multiplicado por el mismo factor; es decir:

flkxy, ko, ... kxy,) =k f(x1,29,...,2,), para cualquier k > 0

FEllo significa que f es una funcién homogénea de grado 1 y en este caso decimos
que la funcién de produccién da un rendimiento constante a escala. En el
mismo sentido, cuando una funcién es homogénea de grado o« < 1 decimos que
da rendimientos decrecientes a escala y si a > 1 que da rendimientos crecientes
a escala.

Ejemplo 1.34 La funcién de Cobb-Douglas generalizada
f($17$27 s wz'n) - C:L'Iflajg2 .. .xﬁn

es una funcién homogénea de grado p; + ps + - - - + p,, por tanto tendrd rendi-
mientos constantes a escala cuando p; +ps + - - -+ p, = 1, decrecientes cuando
p1+ p2+ -+ pp < 1y crecientes cuando p; +po + -+ p, > 1.
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1.6. FUNCIONES IMPLICITAS

A menudo nos encontramos con funciones definidas implicitamente; es de-
cir, con ecuaciones de la forma f(x,y) = 0 en las que no es fécil obtener y
en funcién de z ni x en funcién de y. Una ecuacién explicita que relacionara
ambas variables serfa de la forma y = g(z) 6 * = h(y). Cualquiera de es-
tas ecuaciones puede expresarse implicitamente, de manera trivial, escribiendo
G(z,y) =y —g(x) =006 H(x,y) = x — h(y) = 0. Lo que nos planteamos en
esta seccién es cudndo y bajo qué condiciones podemos encontrar una funcién
que describa y en funcién de x o bien x en funcién de y de forma explicita, en
un entorno de un punto (a,b) de la curva f(z,y) = 0.

Sea pues, I’ una funcién escalar de dos variables y consideremos la ecuacién
F(z,y) = k, siendo k una constante. Como ya sabemos, esta ecuacién es la
ecuacion de una de las curvas de nivel de la funcién F'. Si la ecuacién define
y como funcién de = de forma implicita en un cierto intervalo de R, es decir,
siy = f(x) y F(z, f(r)) = k para cada punto = de dicho intervalo, nos
preguntamos jes f derivable?;cudnto vale la derivada de f7.

El problema planteado lo resolveremos con el Teorema de la Funcién Im-
plicita, que enunciaremos e ilustraremos con ejemplos. La importancia de este
teorema radica en que nos ofrece la posibilidad de obtener derivadas de fun-
ciones definidas implicitamente, sin necesidad de obtener la funcién de forma
explicita.

Teorema 3 (de la Funcién Implicita para funciones de dos variables)
Supongamos que F' : R? — R es una funcion cuyas derivadas parciales pri-
meras son continuas.

or
Si en un punto (a,b) en el que F(a,b) = 0 se verifica que a—(a,b) #£0,
Y
entonces existe un entorno U de x = a, existe un entorno V de y = b y existe

una unica funcion f: U — V werificando:

1. F(z,f(z))=0;, VrxeU.
2. f(z) es derivable y su derivada es continua.

3y =fl(r)= —g%gg(%y); VeeUy Vy=f(r)eV.

Ejemplo 1.35 Veamos cémo podemos aplicar el teorema anterior si tenemos
la ecuacion z® + y® — 322 + 3y? = 0, para calcular 3/(z) en los puntos en los
que sea posible.

Solucién. Consideremos la funcién F(x,y) = 23 + y3 — 322 + 392, que evi-
dentemente es continua y tiene derivadas parciales primeras continuas por ser
una funcién polinémica. Por otra parte:

F
g—x = 31’2—61’
oOF

= 3y° + 6y

y
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Por tanto, en los puntos (a,b) que verifiquen F(a,b) = 0 y para los que

OF
B (a,b) = 3b>46b # 0, podemos asegurar que la ecuacién x5+ —3x2+3y? =
)

0, define y como funcién de x de forma implicita y se verifica:

,  OF/0x  3a®—6x x? — 2

— = - A
OF /0y 3y? + 6y Y2+ 2y

De forma més general nos preguntamos cuando una ecuacién de la forma
F(zy,...,z,) =c (1.1)

define a una de las variables, por ejemplo x;, como funcién implicita de las
demsds. O, cuando un sistema de ecuaciones

Fi(zy,...,2,) =
Fo(xy,...,2,) = cn
permite establecer una relacién funcional de la forma

T = fl(flﬁm+1, Ce ,.Tn)

T = [Tty oo, Tn)

Teorema 4 (de la Funcién Implicita general para una ecuacién) Sea
la funcion F : R" — R y sea (a1, ..., a,) un punto de su dominio en el que
se verifican:

(i) F(ay,...,a,) = c¢; es decir, el punto (ay,...,a,) verifica la ecuacion

(1.1).

(ii) La funcion F y sus derivadas parciales primeras son continuas en un

entorno del punto (ay, ..., a,).
(111) . (ay,...,a,) # 0; es decir, la derivada parcial primera de la fun-
Ty
cion, respecto de la variable dependiente xj, no se anula en el punto
(al,. .. ,an).
Bajo estas condiciones la ecuacion F(ay,. .., a,) = ¢ define implicitamente
a la variable x como funcion implicita de las demds variables en un entorno
del punto (ay,. .., ay).
Es decir, existe un entorno U de (ay,...,ax_1,0k41,-..,0,) Y €xiste una

funcion f: U CR" 1 — R tales que:

1' f(CLl)"'7ak71aak+la-~'7an>:ak.
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2. F(xla ) Ik—la\f(xla sy Th—15 Lh41s - - - 751771)17 Th+1s -+ In) = ¢, para

~~
Tk

cualquier (T1, ..., Tk_1,Tpi1s .-, Tp) € U.

Ory, . OF/dx(b)
o () =  OF/dx,(b)’

para cualquieri =1, 2,..., k=1, k+1,..., n

y para cualquier b € U.

Ejemplo 1.36 Una empresa produce un bien empleando dos materias primas.
La relacion entre la cantidad del bien producido, C, y las cantidades de las
materias primas empleadas (z,y) viene dada por la ecuacién
2
x
me-2Zi1=0 (1.2)
C
Por otra parte, sabemos que para obtener una unidad del bien producido,
debemos emplear una unidad de cada una de las materias primas necesarias
para su fabricacion.
Veamos que esta relacién, bajo la condicién establecida, define implicita-
mente la cantidad producida en funcién de las cantidades de materias primas.
2
x
Solucién. Consideremos la funcién F(C,z,y) =InC — ?y + 1 y veamos que
verifica las hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita en un entorno del
punto (1,1, 1).
(i) F(1,1,1) = 0.
(ii) La funcién F es continua y también lo son sus derivadas parciales primeras
en cualquier punto que verifique C,z,y > 0.
. OF 1 2%y OF
m) — ==+ —5 = =5
(i) oc C C? oC (
Por tanto, la relacién (1.2) define la cantidad producida C' como funcién
implicita de las cantidades de materias primas empleadas (z, y). Es decir, existe

un entorno U del punto (1,1) y existe una funcién f : U C R? — R tales
que:

1. f(1,1)=1.
2. f(f(z,y),z,y) =0, para cualquier punto (x,y) € U.

1,1,1) =2 #£0.

3. Podemos obtener las productividades marginales respecto a cada una de
las variables = e y:

oF 2xy
oc 9r o 20wy @ B
or —  OF 1 :UQy_C’+:U2y:>83:<1’1)_1
oc e
oF 72
oC oy -5 a2 aC 1
S A - 1) ==
dy oF 1 2%y C’—i—:zczyz> 8y(’ ) A
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Finalmente, enunciaremos el teroema en su forma maés general, aunque en
la practica sélo lo utilizaremos para funciones de tres o cuatro variables.

Teorema 5 (Teorema de la Funcién Implicita) Sea F': R" — R™, con
n > m, una funcion vectorial de componentes (Fy, ..., F,) y sea (a,...,a,)
un punto de su dominio en el que se verifican:

(i)
Fi(ay,...,a,) =
(1.3)

Fo(ay,... a,) = cp

(i1) La funcion F y sus derivadas parciales primeras son continuas en un

entorno del punto a = (ay, ..., a,).
oF, oF,
—Qa oo —IQ
9, @) axm( )
(iii) : g : #0
oF,, oF,,
a a
8x1< ) axm( )

Bagjo estas condiciones podemos asequrar que el sistema de ecuaciones (1.3)
define implicitamente a las variables x1, ..., T, como funciones implicitas de
las demds variables, Tpy1, ..., %y, en un entorno del punto (ay,...,ay).

Es decir, existe un entorno U de (apmy1, ..., an) y existe una funcion

f:UCR"™ — R™, continua y con derivadas parciales primeras continuas,
de componentes (f1,..., fm) tales que:

1. flamet, - an) = (a1,...,an).
2. F(fl<$m+17"'>$n)7"'7fm<$m+17'">'Tn)17wm+17-"7$n):(Clv '>cm)7
M
para cualquier (Tpmy1,...,T,) € U.

El teorema, como sus casos particulares anteriores, no nos da la forma
explicita de las variables z1,...,z,, en funcién de las variables z,, 1, ..., Z,,
ni la forma de las derivadas. Estas las obtendremos mediante derivacién de las
ecuaciones y aplicacion de la regla de la cadena, como veremos en los ejemplos
que siguen.

Ejemplo 1.37 Sean pa y pp los precios de dos bienes A y B cuyas demandas
respectivas son x4 y xp. Se ha observado empiricamente la existencia de las
siguientes relaciones entre las cuatro magnitudes:

T4 + Tarp — pa— pp = 2 4
P B (1.4)
Tp—25+pat+tpp=1

Cuando los precios son py = 2 y pg = 2, las cantidades demandadas resultan
ser z4 = 2y xp = 1. Bajo estas condiciones, la demanda resulta ser funcién de
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los precios en un entorno de estos valores, puesto que la funcién F : R* — R?
definida por

F(xa,xp,pa,p5) = (2% + a2 — pa — P, —TA — Th + Da + DB)
verifica las tres hipdtesis del teorema, como veremos a continuacién:
(i) F(2,1,2,2) =(2,1).

(i) F es continua y todas sus derivadas de cualquier orden lo son, por ser
sus componentes funciones polinémicas.

OF; OF; OF: OF.
(i11) 07,: =2x4+ TR, 07; =Ty, 07; =—1, %; = —2xp. Por tanto

OF; OF;

—12,1,2,2) —1(2,1,2,2)

aI'A aI'B 5 2

|5 2|-ese 09

OF, OF, I

—(2,1,2,2) —=(2,1,2.2

axA( ) ) ) ) axB( ) ) ) )

Si ahora derivamos las ecuaciones (1.4) con respecto a pa, aplicando la
regla de la cadena, puesto que x4 y xp son funciones de los precios, es decir

xa=1xa(pa,ps) ¥y x5 = x(pa, pp) obtenemos:

axA 3IA 8IB
20p— +rpm—+aTa5— —1=0
A dpa s dpa A Ipa

8xA aIB
— —225——+1=0

dpa B opa

y si ahora particularizamos en el punto (x4, zg,pa,ps) = (2,1,2,2) :

8xA axB

5—2(2,2) +2—2(2,2) =1
apA( ) apA( )
3$A 8xB
—=22(2,2) —2=2(2,2) = —1
apA< ) 8pA< )

Observemos que éste es un sistema de Cramer, pues tiene el mismo niimero
8xA 8x3

—(2,2) y =—(2,2)) y el deter-

A2,2) y 52(2.2)

minante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero (es el que hemos

calculado en (1.5)). Por tanto, aplicando la Regla de Cramer, obtenemos:

de ecuaciones que de incognitas (que son

‘ 1 2 ‘ ‘ 5 1 ‘
0 -1 -2 0 -1 -1 -4 1
A (2,2) = —0, L= — 1_—__

Ipa 5 2 Opa 5 2| -8 2

-1 =2 -1 -2
Del mismo modo, empezando por derivar las ecuaciones de (1.4) con res-
0
pecto a pp, calculariamos ﬂ(2, 2)y 2(2, 2).
Opa Ipa

@ B. Campos | J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4662-0 28 Matematicas. Volumen II - 2008/2009 - UJI



8:cB

Ejercicio 1.19 Calcula %(2’ 2)y —
Opa

(2,2) del ejemplo anterior.
Opa

Ejemplo 1.38 Dado el sistema de ecuaciones

2 2 3,3 _
{ 2?4+ 3%z + 1y =5 (1.6)

2uz + 312y — 292 =3

veamos que define implicitamente a y y a z como funciones de z, y = f(z) y
z = g(x), en un entorno de z = 1 de manera que f(1) =1y g(1) = 1.

Solucién. Para ello, y para usar la misma notaciéon que en el enunciado del
Teorema de la Funcién Implicita, sea

F(r,y,2) = (2 + 3222 + y*2°, 202 + 32%y — 29°2)

(i) Al sustituir (z,y,z) por (1,1,1) en el sistema (1.6), las ecuaciones se
transforman en identidades; es decir, F((1,1,1) = (5, 3).

(ii) F es continua y todas sus derivadas de cualquier orden lo son, por ser
sus componentes funciones polinémicas.

aFl 8F1 8F2 2 aFQ

(111) 8_y = 3 223, E = 356'2 +3y322, 8_y = 356' — 4yZ, E = 2.CC — 2y2
Por tanto
F F
a1y L
dy 0z 36
0Fy 0Fy a
1,11 1,11
ay( ) 4 ) az( ) 4 )

Con ello hemos comprobado que se verifican las hipétesis del teorema vy,
por tanto, que el sistema (1.6) define implicitamente a y y a z como funciones
de z. Sean estas funciones y = f(x) y z = g(z).

Derivando ambas ecuaciones con respecto a x, aplicando la regla de la
cadena pues tanto y como z son funciones de z, se tiene:

{ 22 + 6ag(x) + 32°¢ () + 3f(2) f'(x)g* () + 3f*(2)g*(x)g'(x) = O
29(x) + 22g'(x) + 62f (x) + 32° f'(z) — 4f (2) f'(x)g(x) — 2*(x)g'(x) =<108)
de donde, particularizando en el punto (1, f(1),¢(1)) = (1,1,1): .

g
{2+6+39’(1)+3f’(1)—|—3g() 0
) — 2g

2+2¢'(1) +6+3f(1) —4f(1 "(1)=0

es decir, obtenemos el sistema de Cramer

(s o) = 8
—/() - -8

Resolviendo este sistema se tiene: f'(1) =8y ¢'(1) = ——. A
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Ejercicio 1.20 Resuelve las dos cuestiones siguientes referentes al ejemplo
anterior:

(a) Justifica que el ultimo sistema es de Cramer.

(b) Calcula f”(1) y ¢"(1). (Sugerencia: deriva con respecto a x las dos ecua-
ciones del sistema (1.8) y procede después como en el ejemplo).

1.7. EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definicién 1.11 Sea z = f(z,y) una funcién real de dos variables definida
en un dominio D C R2. Se dice que en el punto (a,b) € D hay un mdzimo
relativo o local de f si para todos los puntos de un cierto entorno E(a,b) se
verifica que f(a,b) > f(x,y); es decir:

dE(a,b) C D /V(z,y) € E(a,b) = f(a,b) > f(z,y)

Diremos que el maximo es estricto si f(a,b) > f(x,y) para cada punto del
entorno.

Definicién 1.12 Sea z = f(z,y) una funcién real de dos variables definida
en un dominio D C R?. Se dice que en el punto (a,b) € D hay un minimo
relativo o local de f si para todos los puntos de un cierto entorno E(a,b) se
verifica que f(a,b) < f(x,y); es decir:

dE(a,b) C D /V(z,y) € E(a,b) = f(a,b) < f(z,y)

Diremos que el minimo es estricto si f(a,b) < f(x,y) para cada punto del
entorno.

Llamaremos extremos locales a los méximos y minimos relativos de una
funcién.

Definicién 1.13 Sea z = f(z,y) una funcién real de dos variables definida
en un dominio D C R?. Se dice que en el punto (a,b) € D hay un mdzimo
absoluto si en dicho punto la funcién toma el mayor valor; es decir, si

fla,b) > f(z,y), V(2,y) € D

Diremos que el méximo absoluto es estricto si f(a,b) > f(z,y), V(x,y) €
D.

Definicién 1.14 Sea z = f(z,y) una funcién real de dos variables definida en

un dominio D C R2.Se dice que en el punto (a,b) € D hay un minimo absoluto
si en dicho punto la funcién toma el menor valor; es decir, si

fla,b) < f(z,y), V(2,y) € D

Diremos que el minimo absoluto es estricto si f(a,b) < f(z,y), V(z,y) € D.
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1.7.1. Condicién necesaria de extremo

Sea z = f(x,y) una funcién real de dos variables.
Si en un punto (a,b) hay un extremo local, entonces:

of, ..
%(a,b) =0
of ..

8—y(a,b) =0

Esta condicién es necesaria pero no suficiente. Existen puntos que verifican
esta condicién y no son ni maximos ni minimos locales, son los llamados puntos
de silla.

Por tanto, para hallar los extremos de una funcién debemos resolver el
sistema:

of

%<l’,y> =0
of B
a_y<x7y> =0

Los puntos obtenidos se llaman puntos criticos y pueden ser méximos lo-
cales, minimos locales o puntos de silla.

En general, dada una funcién de n variables, f(xy,...,2,), resolveremos el
sistema:

of B
axl (I7y> - 0
of B

para hallar los puntos criticos.

1.7.2. Condicion suficiente de extremo local

Para saber si un punto critico es maximo, minimo o punto de silla, debe-
mos hacer un estudio de los signos de las derivadas segundas de la funcién
sustituida en dicho punto.

Definicién 1.15 Dada una funcién de n variables, f(x1,...,z,), se llama ma-
triz hessiana de f a la matriz:

of o 2f
83:% Ox10x2 Oz 0xn
_o  &f 0% f
Ox20x ox2 e O0x20xn
Hf(xq,...,x,) = 2o 2 ‘ *
oy o .. 2f
0,01  Oxp0x2 ox?

Estudiamos el signo de la matriz hessiana basdndonos en el método de
Jacobi.
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Definicién 1.16 Dada una matriz simétrica

ay; a2 ... Qip

21 Q922 .o Qop
A=

Qp1 Ap2 - Qpn

llamamos menores principales conducentes a los menores:

Hy = an

ailr a2
Hs =

Q21 Aa22

ailz aiz2 Aais
Hs = | a1 az a3

a31 asz2 G33

Para clasificar un punto critico P = (ay, ..., a,) de una funcién f, sustitui-
mos dicho punto en la matriz hessiana. Si |H f(P)| # 0, entonces:

= Si H; >0, H, > 0,..., H, > 0, en P hay un minimo local estricto.

» Si H < 0, Hy > 0,...,(=1)*H, > 0,..., en P hay un mdximo local
estricto.

= Si ocurre cualquier otra combinacién de signos, en P hay un punto de
silla.

Ejemplo 1.39 Halla y clasifica los puntos criticos de la funcién

flz,y) =3zy —a° —y°
Solucién. Como se ha visto tenemos que hallar los puntos solucién del sistema

0
8—£(:v,y) =3y —32°=0
0
a—g(%y) =3z -3y’ =0

De la primera ecuacién despejamos y = 22 y sustituyendo en la segunda
obtenemos

r—12=0

de donde se tiene que x = 0 6 = = 1. Por tanto, hay dos puntos criticos: (0,0)
y (1,1).
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Para clasificarlos construimos la matriz hessiana:

02f  O%f

ox2 —6 3
afen = | % S =% e

dydr  Oy2

Aplicamos el método de Jacobi a la matriz hessiana de cada punto. Para

el punto (0,0) se tiene:
0 3
0= (5 o)

La secuencia que tenemos es H; = 0, Hy = —9 < 0, por tanto, H f(0,0) es
una matriz indefinida y (0,0) es un punto de silla.
Para el punto (1,1) tenemos:

Hf(1,1) = ( oo )

La secuencia que tenemos es H; = —6 < 0, Hy, = 36 — 9 > 0, por tanto,
Hf(1,1) es una matriz definida negativa y el punto (1,1) es un méximo local
estricto. A

Ejemplo 1.40 Halla y clasifica los puntos criticos de la funcién:
f(xaya Z) = _2552 - y2 - 322 + 25Uy + 2yz + 1.

Solucién. Hallamos los puntos solucién del sistema

g—;(af,y,z)Z—%ﬂL?y:O

=L = 2y 422+ 2 =
g%(:ﬁ,y,z) y+2r+22=0
[ = — 2 pr—
az(:v,y,z) 62 +2y =0

La solucién de este sistema es © = 0, y = 0, 2z = 0, por tanto tenemos un
unico punto critico: P = (0,0,0).
Para clasificarlo construimos la matriz hessiana:

o f o f 0% f

? 8833281/ 8833282 —4 2 0
i = | 2 H g = 22 2
o 0°f 0% 0 2 —6

020 920y 022

Sustituyendo el punto P queda la misma matriz. La secuencia de menores
conducentes es

4 4 2 0
Hy=—4<0, HF‘ ) _4‘:16—4>0, Hy=| 2 -2 2|=-8<0
0 2 —6

por tanto, es una matriz definida negativa y el punto (0,0,0) es un méaximo
local estricto. A
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Ejercicio 1.21 Halla y clasifica los puntos criticos de la funcién:
fly2) =+ + 22 —ay+2—-22
Ejercicio 1.22 Halla y clasifica los puntos criticos de la funcién:

flzy) =2 —ay+y°

1.8. EXTREMOS CONDICIONADOS

Dada una funcién de dos variables f(z,y), queremos hallar los puntos criti-
cos de [ sujetos a una condicién h(z,y) = 0. El procedimiento que vamos a
utilizar para resolver este tipo de problemas es el método de los multiplicadores
de Lagrange.

Para ello construimos la siguiente funcién:

L(x,y,\) = f(z,y) + A h(z,y)

llamada funcion lagrangiana.
Los extremos libres de la funcién L son los extremos condicionados de la
funcién f; por ello, éstos se obtendrén al resolver el sistema:

¢ OL
%(xaya )‘> =0
oL
a_y<x7y> )‘) =0
oL

L 5(5573/7 )‘> =0

En general, supongamos que dada una funcién de n variables f(z1, ..., z,),
queremos optimizar la funcién f sujeta a p restricciones dadas por las ecua-
ciones:

]’Ll(ZEl, ,ZL’n> =0

hyp(x1,...;xn) =0

En este caso, comenzaremos comprobando cudntas ecuaciones hay fun-
cionalmente independientes y eliminaremos aquéllas que sean dependientes del
resto. Si el rango de la matriz Jacobiana

Ohy Ohy
83}1 81'77,
Jh=| : s
ohy ohy
ox1 Oxn

es m, tomaremos m ecuaciones independientes y construiremos la funcién la-

grangiana:

L(ZEI, vy Ty /\1, cees Am) == f([El,
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Para hallar los puntos criticos resolveremos el sistema de n + m ecuaciones
y n -+ m incognitas:

( g—i.zo
=0

oL .
Observemos que v hi(z1, .oy @), i =1,...,m.
(3
Veamos cémo clasificar los puntos criticos obtenidos.
Construimos, la matriz hessiana orlada, que es la matriz de las derivadas

segundas de la funcién L :

9L 2L 2L _0°L
c%c% o 0x10Tn 0x10M1 Tt 0x10Am
2L 2L 2L 2L
o O0xn, 01 T Ox2 0xnOXN1 """ O0xnOAm
HL = 9L 921 2L 9L
OMOz1 T O\Ozn ONZ OO
2L 2L 2L 2L
OAm0z1 " OAmOTn  OAmdN A2,
oL . 0L Oh; i .
Puesto que — = h;, se tiene que = . Ademads, se tiene que
9L . ) .
——— = 0, Vi, j. Por tanto, podemos expresar la matriz anterior de forma
8)\i8)}j
abreviada:

HL, Jh"
HL‘( Jh ome)

donde H L, representa el bloque de las derivadas segundas de L respecto de
las variables x1, ..., x,; 0 representa un bloque de tamano m x m formado
por ceros y Jh es la matriz jacobiana de las m restricciones independientes.

A continuacién, sustutimos en H L el punto critico que queremos clasificar
obteniendo una matriz formada por constantes.

Comprobamos si para dicho punto dado, la matriz formada por el bloque
H L, es definida positiva, en ese caso en el punto hay un minimo del problema
condicionado. Si H L, es definida negativa, en dicho punto hay un maximo del
problema condicionado.

En otro caso, no podemos deducir nada y procederemos a utilizar un méto-
do de clasificacién que podemos aplicar independientemente del estudio de
HL,. Este método consiste en resolver la ecuacién:
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HL,—al, Jh"
Jh Omsxcm

despejando «. Entonces:

= Si todos los valores de o obtenidos son positivos, el punto critico corres-
ponde a un minimo del problema condicionado.

= Si todos los valores de o obtenidos son negativos, el punto critico corres-
ponde a un mdazrimo del problema condicionado.

= En otro caso, no podemos clasificar el punto critico.

Ejemplo 1.41 Optimiza la funcién f(z,y, z) = 2z + 2y + z sujeta a las condi-
ciones

P+ —-1=0
In(z? +y* + 2%) =0

Solucién. Observamos que el rango de la matriz

2x 2 2z
Jh = ( o 23 22 >

x2+y2+z2 x2+y2+z2 $2+y2+z2

es 1, por ello el problema planteado se reduce a optimizar la funcién f sujeta
a una de estas dos condiciones. Tomaremos la mas sencilla.
Construimos la funcién lagrangiana:

L(z,y,2,\) =204+ 2y + 2+ A2 + > + 22— 1)

Resolvemos el sistema:

( OL
oL =2+2\=0
ox
oL
— =242y =0
Ay
oL
— =14+2X2=0
0z
oL 2,2 .2
— = —-1=0
L ax L
De la primera ecuaciéon podemos despejar x en funcién de A:
-1
r=—
)\ )
de la segunda ecuacién despejamos y en funcién de A:
-1

by
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y de la tercera ecuacién despejamos z en funcién de A:

_-1
2\

z

para sustituir los tres valores en la cuarta ecuacion, entonces:

) @)

de donde
1 1 1 9 9 s 9 3
Gy — = ; -1 2 -1 2 -1 1
id=— entonces r = —=—, y=—=—-—y 2= — = —,
9 YT T3 TN T3
Si \ 3 ; -1 2 —1 2 —1 1
PAT oy CIMOREES T T 3777 ) 37T N T 73
Por tanto, obtenemos los puntos criticos:
221 -3
P=(=,- = A= —
(3, 3 3) para 5
Y 2 -2 —1 3
(s = - A= 2
Construimos ahora la matriz hessiana orlada:
20 0 0 22
B 0 2\ 0 2y
HL = 0 0 2\ 2z
2¢ 2y 2z 0

Para clasificar el punto P lo sustituimos en la hessiana orlada:

-3 0 0 %
0o -3 0 =
HL(P) = 3
T 9 23
3 3 3 U
Teniendo en cuenta que
-3 0 0
HL.(P) = 0 -3 0
0 0 3

es una matriz definida negativa, deducimos que en P hay un mé&ximo.
Clasificamos ahora el punto Q:

3 0 0 —%
0 3 0 -z
HL(Q): 0 0 3 _%
_4 _4 2 ¢
3 3 3
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Teniendo en cuenta que

300
0 30
00 3

HL,(Q) =

es una matriz definida positiva, deducimos que en () hay un minimo.
También podiamos haber clasificado los puntos siguiendo el procedimiento
general.
Para el punto P, las soluciones de la ecuacién

-3—a 0 0 3
a2 i
8 300‘ _30_a § | =—40® — 240 —36=0
3
4 4 2
3 3 3 0
son a; = —3 y as = —3. Como ambas son negativas, en el punto P hay un

maximo.
Para el punto @), las soluciones de la ecuacién

3-a 0 0 i
— _4
8 300‘ 3Ea T3 =40 +24a - 36=0
4 1 _2 0
3 3 3

son a; = 3y as = 3. Como ambas son positivas, en el punto ) hay un minimo.
A

Ejemplo 1.42 Una empresa fabrica dos productos en cantidades = e y que
vende a los precios:

z Y
Pa=30—7 Yy py=50-35+z,
respectivamente.
Su funcién de costes totales es:
72 2
C(z,y) = — —x+y——4y+2xy

4 2
Si el total de la produccién ha de ser 30 unidades, halla las cantidades que hay
que fabricar de cada producto para que el beneficio obtenido sea méximo y da
el valor de dicho beneficio.

Solucién. El problema consiste en optimizar la funcién de beneficios sujeta a
la condicion:
r+y=30

Calculemos la funcién de beneficios B :

B=1-C
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donde [ es la funcién de ingresos y C' la funcién de costes. Por tanto,

B(z,y) = (zp.+ypy) — C(z,y)

2 2
x y x y
- i ) (E et L a2
z(30 4)—|—y(50 2+a:) (4 T+ 5 Y+ 2zy)
2 2 2 2
- 303:—%+5Oy—%+aﬁy—%+x—%+4y—2xy

332

= —3—y2+31x+54y—:vy

Construimos la funcién lagrangiana:
2

L(m,y,)\):—%—y2+31x+54y—xy+)\(:v+y—30)

y resolvemos el sistema:

¢ OL

—=—c+3l-y+A=0
ox

L
=2+ 54—z+A=0

oL
v O
La solucién de este sistema lineal es z =7, y = 23, A = —1.
Luego tenemos un punto critico:

=r+y—30=0

P =(7,23) con A\ = —1.

Para comprobar que se trata de un maximo, construimos ahora la hessiana
orlada:

-1 -1 1
HLP)=| -1 -2 1
1 1 0

Veamos si podemos clasificar el punto aplicando el método de Jacobi a la

matriz:
-1 -1
HLQI(P):<_1 _2>

Como la secuencia de los signos de los menores conducentes es

-1 -1

H1=—1<0, HQZ‘ 1 _9

=150

podemos deducir que en P hay un maximo. El valor del beneficio obtenido se
obtiene sustituyendo las cantidades obtenidas en la funcién B :

72
B(7,23):—5—232+31-7+54-23—7-23:744.5A
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Ejemplo 1.43 Los beneficios de una empresa que fabrica tres productos A,
B y C en cantidades x, y y z, respectivamente, vienen determinados por la
funcién:

B(z,y,2) = 2zy + 2yz + 20z — 2 — 3

Si la empresa s6lo puede sacar al mercado un total de 180 unidades, calcula
qué cantidad debe producir de cada producto para que los beneficios sean
maximos.

Solucién. El problema consiste en optimizar la funcién B sujeta a la condicién:
r+y+ 2z =180
Para ello, construimos la funcién lagrangiana:
L(z,y,2,)\) = 2vy + 2yz + 20z — 2% — > + X\ (v +y + 2z — 180)

y resolvemos el sistema:

(0L

— =2y+20+-22+A=0
Ox

oL

— =204+2z-2y+A=0
dy

0L

— =2y+A=0

0z v+

oL _ +y+ 180 =0

Cox YT B

cuya soluciéon es x = 10, y = 60, z = 110, A = —120.

Luego tenemos un punto critico:
P =(10,60,110) con A = —120.

Para comprobar que se trata de un médximo, construimos ahora la hessiana
orlada:

Veamos si podemos clasificar el punto aplicando el método de Jacobi a la
matriz:

—2 2 0
HL,(P)=| 2 -2 2
0 2 0

Como la secuencia de los signos de los menores conducentes es

-2 2

H1=—2<0,H2:‘ 9 _9

‘20, Hs >0
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no podemos deducir nada de la clasificacién de P; por ello, buscamos las solu-
ciones de la ecuacién

—2—« 2 0 1
2 —2-a 2 1|_,
0 2 —a 1|
1 1 1 0

Desarrollando el determinante obtenemos:

-3 —16a—12=0
—8—27 —8+27
=842V7,

cuyas soluciones son a; = TQ y Qg =

Como «; y as son negativas, en el punto P hay un méximo. Es decir,
para que los beneficios obtenidos sean méaximos, las cantidades que la empresa
debera fabricar son 10 unidades del producto A, 60 del producto B y 110 del
producto C. A

Ejercicio 1.23 Los ingresos de una empresa que fabrica tres productos A,
B y C en cantidades z, y y z, respectivamente, vienen determinados por la
funcién:

I(x,y, 2) = 22y + 3yz + vz + 22 + 22

siendo la funcién de costes:
C(x,y,2) = 2> + 22 + oy + 2yz

Si la empresa sélo puede sacar al mercado un total de 600 unidades, calcula
qué cantidad debe producir de cada producto para que los beneficios sean
maximos.

Ejercicio 1.24 Una empresa fabrica tres tipos de gruas, siendo las cantidades
producidas al mes: x, y y z. Los costes de produccién en funcién del niimero
de cada tipo de gria fabricada vienen dados por la funcion:

C(z,y,2) = 2%+ 2y° — 120 — 8y + 22 — 62 + 300

(a) Calcula los valores de x, y y z para que los costes de produccién sean
minimos.

(b) Si el nimero méximo de grias que se pueden vender al mes es 16,
calcula ahora el nimero de grias que se deben fabricar de cada tipo para que
los costes sean minimos.
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TEMA 2

INTEGRACION

2.1. CALCULO DE PRIMITIVAS

Definicién 2.1 Decimos que la funcién F(z) es una primitiva de la funcién
f(z) en el intervalo ]a, b, si F'(z) = f(x), para cada x € |a, b].

Nota. En el contexto del cdlculo de primitivas, cuando no se especifica el
intervalo en que una funcién es primitiva de otra, entenderemos que es en el
mayor intervalo posible donde tienen sentido ambas funciones.

Ejemplo 2.1

2

a) La funcién F(z) = 2* es una primitiva de la funcién f(x) = 2.

b) La funcién F(x) = sinx es una primitiva de la funcién f(z) = cosz.

¢) La funcién F(x) = $€***! es una primitiva de la funcién f(z) = e***1.

2
d) La funcién F(r) = In(2* + 1) es una primitiva de f(z) = — j_ T
x

Pero también son primitivas de f las funciones: G(x) = In(2? + 1) + 7,
H(z) =1In(2? + 1) — 13, etc.

Como hemos visto en el apartado d) del ejemplo anterior, si una funcién
tiene una primitiva tiene infinitas; es decir, si F'(x) es una primitiva de la
funcién f(x), entonces F(x)+ C, siendo C' un nimero real cualquiera, también
es una primitiva de f(x).

Ejercicio 2.1 Demuestra la afirmacién anterior.

Definicién 2.2 Dada una funcién f(z), llamamos integral indefinida de f(x)
al conjunto de todas las primitivas de f(x). Lo representartemos

/f(l‘) dx

Asi, si F/(z) es una primitiva de f(x), escribiremos:

/f(w)dJU:F(x)—l—C
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Ejemplo 2.2

A
a)/x3dx=—+6’.
4
3z 133:
b)/e dx:§e +C.

c)/sinx = —cosx + C.

Ejercicio 2.2 Justifica las tres igualdades del ejemplo anterior.
2.1.1. Propiedades de la integral indefinida

i) /f’(x)dx:f(x)—i-C.

Ejemplo 2.3

/ (%) dx = / 3x?dr = 2° + C.
i) ([ i) = 7o)

Ejemplo 2.4

(/ cos(3x)dx>, = (Lsin(32) + €)' = 13cos(3z) + 0 = cos(3z).

m)/umg+ﬂ@mx:/j@mx+/y@mx

Ejemplo 2.5

1
/( 3‘”dx—/a:da:—|—/ 3md$——+01+—3€73$—|—0
L

iv)

—
Q

2)di = a/f(x)dx

Ejemplo 2.6

/6sin(2x)dx = G/Sin(Zx)dx = 6_71 cos(2z) + C' = —3cos(2z) + C.
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Las dos tltimas propiedades constituyen la propiedad de linealidad de la

integral.

Ejercicio 2.3 Demuestra las propiedades 3 y 4.

2.1.2. Integrales inmediatas

Los métodos de integracién que veremos en la siguiente secciéon se basan
en transformaciones que efectuamos sobre la integral que queremos calcular
con el fin de transformarla en la integral de una funcién elemental sencilla,
que es conocida de antemano. Necesitamos, pues, una lista de estas ”integrales
conocidas”, son las llamadas integrales inmediatas. Nosotros hemos elegido las

que aparecen a continuacion.

ST
ii) /f(a:)dm_l |f(x)]+ C.

of @)

iii) /af(x)f’(x)dx = +C.Ya>0, a#l.

Ina

En particular, /ef(‘”)f’(:v) =@ 4 C.
iw/mumwm:mwmwa

w/mumwm:—mwmwc.

i —f’(x) r = tan(f(x
W) [ o e = tan(f(e) + €
i) | S t(f(x)) + C.

dr = arcsin(f(z)) + C.

viii) / @)
V1= f(z)?

i Mx:arcan T
ix) 1+f(:1:)2d tan(f(z)) + C.

v =In|f(x) + v/ F@P +?

W)
) / \/f(:E)Q-l-an
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2.1.3. Métodos de integracién

Integracién por partes

El método de integracién por partes consiste en aplicar la siguiente igualdad

/udv = uv — /vdu (2.1)

para el cdlculo de primitivas de ciertos tipos de funciones, algunos de los cuales
veremos a continuacion.

En la integral inicial, se le llama u a una parte y dv al resto, con la 1ini-
ca restriccién de que la parte a la que llamamos dv debe contener a dz. A
partir de u, por derivacién, obtendremos du y a partir de dv, por integracion,
obtendremos v y ya estaremos en condiciones de aplicar la férmula.

Trataremos de elegir las partes de forma que u sea sencilla de derivar y dv
sencilla de integrar y, por supuesto, que la nueva integral que aparece en el
segundo miembro de la férmula, sea més sencilla que la que tenfamos original-
mente.

Integrales de la forma / p(2)e®dr, donde p(z) es una funcién

polinémica.
En este caso hacemos:

u = p(z) = du=yp'(v)dx
dv = e tdy = v=lewtd
a

Ejemplo 2.7 Calcula /(3£U —b)e"dx.

Solucion. En este caso las partes son:

u=3r—5 = du=3dx
dv=e"dxr = v=2¢e"

Aplicando la férmula (2.1) tenemos:

/(3(13—5)6‘Td56 = (33:—5)ex—/3exd:v = (3z—b)e"—3e"+C = (3z—8)e"+C. A

Integrales de la forma /p(x) sin(az + b)dx 6 /p(x)cos(ax + b)dz,

donde p(x) es una funcién polinémica.
De forma andloga al caso anterior:

u = p(z) = du=p'(x)de
dv=sin(az +b)dz = v=—=Xcos(ax+b), 6
dv = cos(ax + b)dz = v = tsin(ax +b)
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Ejemplo 2.8 Calcula /(x2 — 3z 4 1) cos(bx — 2)dx.

Solucién. En este caso las partes son:

u=2x*—-3z+1 = du= 2z —3) dz

dv = cos(5x — 2)dx = v = isin(bz —2)

Aplicando la férmula (2.1) tenemos:

2 —3x+1

/(x2—3:v+1)cos(5:v—2)dx = sin(5x—2)—% /(2:5—3) sin(5x—2)dx

(2.2)
La integral del segundo miembro es del mismo tipo que la inicial, pero mas
sencilla, porque al aplicar la integraciéon por partes hemos reducido en una

unidad el grado del polinomio del integrando. Para resolver esta segunda inte-
gral hacemos las partes:

uw=2xr—3 = du=2dx
dv =sin(5z — 2)dz = v = —3%cos(5z — 2)

de donde, sustituyendo en (2.2):

/(x2 — 3z + 1) cos(bxr — 2)dx =

23 1 1 20 — 3 —2
I sin(5x—2)—g (— ‘ cos(bxr —2) — = /cos(5x — 2)dx> =
23 1 2 — 3 21
= % sin(bx — 2) + x25 cos(br — 2) — 3EE sin(bx —2) + C =
2502 — 750423

2v — 3
sin(bz — 2) + ° cos(bx —2)+C. A

125 25

Integrales de la forma / ™ P sin(ax + b)dx 6 / ™8 cos(ax + b)dx.

En este caso hacemos:

u =sin(ax +b) = du=acos(ar+0b)dz, 6
u = cos(ax +b) = du= —asin(ax + b) dx
dv = e dy = v=2Llewth

Ejemplo 2.9 Calcula / sinz e du.

Solucion. En este caso las partes son:

u =sinx = du=coszdx

dv=e*dr = v=3e®

Aplicando la férmula se integracién por partes:

1 1
/sinx e* dy = 562”” sinx — 5 /62”” cos zdx (2.3)

@ B. Campos | J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4662-0 46 Matematicas. Volumen II - 2008/2009 - UJI



U= COSZT = du= —sinzdx

dv=eXdr = v=1e
2

y sustituyendo en (2.3):
: 2x 1 2r 1 2
sinx e““dx = 56 sinx — 3 e“r cos xdx =

1 1/1 —1

= Ze¥sing — = | =e*cosr — — [ e¥sinxdr | =
2 2 2
1 1

1
= —e¥ginx — —e*cosx — - [ ¥ sinxdz.
2 4 4

Si volviéramos a aplicar la integracién por partes a la ltima integral obtenida,
no acabarfamos nunca, pues cada integral de la forma / sinx e**dx se trans-
forma en otra de la forma [ cosz e**dx y viceversa. Sin embargo, prestando
atencién al resultado obtenido:

1 1 1
/sma: e*dr = 562”” sinx — Ze% cosz — [ sinz e*dx

observamos que la integral que aparece en ambos miembros de la igualdad es
la misma. Tratando esta igualdad como una ecuaciéon de primer grado en la
que la incégnita es la integral que pretendemos calcular; es decir, pasando el
término del segundo miembro que contiene a la integral al primero, obtenemos:

1 1 1
(1 + —> /sinx eXdr = —e*sinz — 16293 COST =

4 2
5 1 1
1 /sinx dr = 56% sinx — 16236 cosT =
4 /1 1
/sina: edr = R (562‘75 sinx — Zeh CoS :r;) +C =

2 1
/sinx dr = 562:5 sinx — 5€2$ cosz+C. A

Ejercicio 2.4 Calcula / cos 3z e“dx. (Sugerencia: aplica el método de inte-

gracién por partes tomando u = sinx, dv = sinxzdr y procede como en el
ejemplo anterior).

Integracién de algunas funciones trascendentes
Ejemplo 2.10 Calcula / arcsin xdz.

Solucién. En este caso las partes son:

_ : _ 1
w=arcsinxr = du= mdw
dv = dx = v=2x
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Aplicando la férmula se integracién por partes:

. . X
arcsin xdx = x arcsinx — ﬁdaﬁ
—x

Escribiendo la raiz de la integral del segundo miembro con exponente frac-
cionario, vemos que dicha integral es inmediata, asf:

. : 1
/arcsmxdx = xarcsmx—/x(l—xQ) 2dr =

—1
= xarcsinx — - / —2z(1 — x2)_%dx =

1(1—22)2
= a:arcsin:v%—ﬁ%—i-C:

2

= rarcsinz +V1—22+C. A
Ejemplo 2.11 Calcula / 231z dx.

Solucién. En este caso las partes son:

u=In’z = duzZlnx%de
4
dv=23dr = U:%

Aplicando la férmula se integracién por partes se tiene
4 4
x x 1
2In’rder = =z — | =2lne—dz
4 4 x
de donde, simplificando, obtenemos:

2 ! 2 1
/IE3111 xdmzzln x—ﬁ/x?’lnmdx

Volviendo a aplicar la integracién por partes para calcular del segundo miem-
bro, haciendo esta vez

u=Inx = du=2Ldx
£

dv=a3de = v=4%

4 1 4 41
/:U31n2f1:da: = %ln2x—§ (%lnx—/%;da:) =

tenemos:

4 4 1

= %IDQZE—%IDJ}—Fg/ZESd:E:
4 4 4

= %ln2x—%lnx+%+C.A
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Integracién por descomposicién

El método de descomposicién consiste en descomponer la funcién del inte-
grando en suma de otras funciones mas sencillas de integrar y calcular después
la integral inicial aplicando la linealidad de la integral.

Nosotros sélo aplicaremos este método para el cédlculo de la integral de
algunas funciones racionales. Nos limitaremos, pues, al cdlculo de integrales de

P
la forma / QE:U; dx, donde P(z)y Q(x) son funciones polinémicas tales que el
x

grado de P(x) es inferior al de Q(z) y Q(x) es tal que sélo tiene raices reales;
es decir, todas las soluciones de la ecuacién Q(x) = 0, son nimeros reales.

Si el grado del polinomio del numerador fuera mayor o igual que el grado del
polinomio del denominador, procederiamos a efectuar la divisién de polinomios:

P(x) | Q(x)
R(z) C(x)
y aplicar la descomposicién:
P@) o R()
aw Qe

siendo el grado de R(z) inferior al de Q(x). Resulta ahora:

/gggdx:/C(:v)dx+/gEgda:

donde la primera integral del segundo miembro es inmediata (por ser la integral

de una funcién polinémica) y la segunda es del tipo que pretendemos estudiar.

P

nggdx, siendo gr(P(x)) < gr(Q(x)), hemos de
x

realizar la descomposicién en fracciones simples de la funcién del integrando,
para ello procederemos segtin el siguiente esquema:

Para calcular la integral /

i) Hallamos las raices del polinomio Q(z), con el fin de obtener la descom-
posicién factorial de dicho polinomio. En esta descomposicién factorial,
por la restriccién impuesta anteriormente, sélo aparecerdn factores de la
forma (z — ) o de la forma (z — 3)", siendo o, € Ry n=2,3,...

P(z)

Q(x)

ii) Descomponemos la fraccion en fracciones simples; es decir, en suma

de fracciones de la forma:

a) ——, por cada factor del tipo (z — ) que aparezca en la descom-
T —a«
posicién de Q(z).
By By B, :
b + +---4——— por cada factor del tipo (z — )"
T R A T (@=F)

que aparezca en la descomposicién de Q(z).
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iii) Determinamos las constantes que aparecen en los numeradores de las

P(z)

fracciones simples, igualando la fraccién m a su descomposicién, como
x

veremos en los ejemplos que vienen a continuacion.

iv) Calcularemos la integral teniendo en cuenta que las integrales de las
fracciones simples son inmediatas, pues:

a)/ A dx:A/ ! der = Aln|z —a| + C.

T — r—«
Bk} Lk (:E_B)karl
b ———dr =218 — dr = By——+ C
)/(x—ﬁ)k ! k/@lj by dz = B el O
siempre que k > 1.
2r + 5
Ej lo 2.12 Calcul —dx.
jemplo Cacua/x2_5x+4x

Solucion. Las raices del denominador son zy =1y x5 = 4, por tanto:
? —br+4=(z—1)(z—4)
y la fraccion del integrando se descompone en fracciones simples como:

2e+5 A n B
22—5r+4 x—1 x—4

de donde, reduciendo al minimo comin denominador

20+5  Alr—4)+B(x—1)
2 -5z +4  (v—1)(z—4)

Si las fracciones de ambos miembros son iguales, al ser iguales los denomi-
nadores (la descomposicién del denominador de la primera es el denominador
de la segunda), también lo serdn los numeradores; en consecuencia:

20 +5=A(x —4)+ B(x — 1)

Dando valores a x en ambos miembros de la ltima igualdad obtenemos A y
B:

T = 1:>7:—3A:>A:?

1
T = 4:>13:3B:>B:§3

Por tanto:

=7 13

2% + 5 =1 L _7 13
e T R (N S 5 e = e —1+2ln e — 4/+C 4
/x2—5x+4x /x—1x+/x—4$ 3l — U Infe — 4+
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44203 - 222 — 42+ 6
Ejemplo 2.13 Calcula/x i xa:3+3xx2_4x+ dx.

Solucién. Como el grado del numerador no es inferior al del denominador
efectuamos la divisién, obteniendo como cociente C(z) = x — 1 y como resto
R(x) = 22 + 2. De aqui:

x4+ 20% — 202 — 4+ 6 m %+ 2
= r — _—_—
3+ 322 —4 23+ 322 —4

Para calcular la integral de la fraccién del segundo miembro comenzamos
por descomponer el polinomio del denominador, obteniendo:

2+ 327 -4 =(z—1)(z+2)>

Por tanto:
) A B C
—— - = + + =
23+ 322 — 4 r—1 x+2 (x+2)?

Az +2)*+Blx—1)(z+2)+C(x —1)
(z — 1)(x + 2)

Igualando los numeradores:
2+ 2=A@+2)*+ Bz —-1)(z+2)+C(zx—1)
Dando valores a z, obtenemos los valores de A, B y C"

r = 1:>3:9A:>A:%

r = 2=26=-3C=C=-2
4 2
T = O:>2:4A—QB—C’:>2:§—QB—|—2:>B:§

Asi:
2+ 2 1 2 —2
—_—dz = 3_d 3 d /7d =
/x3+3x2—4x /m—1x+/a§+2 T (x+2)2$
1 2 2)-1
= §1n|x—1|+—1n|x+2|—2(x+1) +C
Finalmente:
xt 4203 — 202 — 4 4+ 6 2% 42
dr = —1)d —  dx =
/ 234322 —4 * /(x )$+/333+3332—4$
- +11| 1+ 2|z +2|+ 2 iCoa
=——g+=Inlz— zlnlx e )
2 3 e 742
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22+ x4+ 2 i
x.
x4+ 623 + 1222 + 8z

Ejemplo 2.14 Calcula /

Solucién. La descomposicién factorial del polinomio del denominador es

z(z +2)°
de donde
341+ 2 A B C D
x* + 623 + 1222 4 8z r r+2 (v+2)? (r+2)3

A(x+2)3 + Bx(z +2)* + Cz(x + 2) + Dz
z(r +2)3

Por tanto:
?+r+2=Ax+2)>%+ Bx(x+2)*+ Co(x +2) + Dz
Dando valores a x obtenemos los valores de A, B, C'y D:
1
= 2= -8=-2D=D=4

— 1=4=2TA+9B+3C+D
-~ -1=0=A-B-C-D

Sustituyendo en las dos tltimas igualdades los valores obtenidos para A y
D, obtenemos el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

{ 9B +3C = -

B-C=5
de donde B = % yC = —%. Con todo ello podemos escribir:
i+ x4+ 2 1 3 -2 4
dr = [ %d 4 _d —2 /7d
/a:4—|—6:t:3+12a:2+8:cx /:z: x+/x+2 x+/(x+2)2 o (x+2)3$
9 2

+C.A

=11 3] 2 - :
iz + 5 n |z + |+2(x+2) o

Integracién por sustitucion

Este método consiste en sustituir la funcién del integrando, f(z), por una
nueva funcién que dependa de otra variable, por ejemplo t; es decir, hacemos
x = ¢g(t) y diferenciamos en ambos miembros, obteniendo dx = ¢'(t)dt. Al
sustituir en la integral inicial se obtiene, si hemos elegido adecuadamente la
funcién ¢(t), una integral més facil de calcular:

/ f(z)dz = / Fg(®)f' (Dt = F(t) + C
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Ahora, una vez resuelta la integral en la variable ¢, deshacemos el cambio de
variable obteniendo

/ f(@)dz = F(h(z)) + C.

siendo ¢ = h(z) la inversa de la funcién inversa de la funcién x = g(?).

Ademss de elegir la funcién ¢(t) de forma que la integral resultante tras
el cambio de variable sea mas sencilla de resolver que la integral original, la
funcion ¢(t) ha de ser una funcién que admita funcién derivada continua y no
nula y tal que admita funcién inversa t = h(zx).

Ejemplo 2.15 Calcula / Ve dz
14/

Solucion. Puesto que en el integrando aparece una raiz cuadrada y una raiz
clibica, realizamos el cambio de variable

x=1% = dr = 62dt

para que desaparezcan ambas raices.
Sustituyendo en la integral tenemos:

/ t8
/ — _6t°dt =6 / dt
1+ \/_ 1+ /18 241

que es una integral racional, cuya resolucién hemos estudiado en la seccién
anterior.

Como el grado del polinomio del numerador es mayor que el grado del
polinomio del denominador efectuamos la divisién entera, obteniendo como
cociente c(t) = t% — t* 4+ ¢ — 1 y como resto r(t) = t* + 1, de donde

\/_ / t* / 4, 42 1
= dt = —t t*—1 dt =
1+\/_ 6 2+1 0 * el

T3
= 6(———+——t+arctant)—|—0

7T 5 3
Deshaciendo el cambio de variable (z = 1% & t = Jx):

1[\/_ :6<x\7/_ \/5_5 Ve f—i—arctanf)—f—C’.A

Ejercicio 2.5 Calcula

/ 2\x + Yz

———dx
1—x

2.2. LA INTEGRAL DEFINIDA

2.2.1. Introduccién

Para llegar al concepto de integral nos plantearemos el cédlculo del drea de
la regién encerrada por la grafica de una funcién positiva y acotada f(z), el
eje x y las rectas © = a y « = b (figura 2.1). Para ello, dividiremos la regién en
rectdngulos y obtendremos una aproximaciéon del drea buscada sumando las
dreas de dichos rectangulos.
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Figura 2.1: Area de una regién plana

Ejemplo 2.16 Queremos hallar el drea de la regién comprendida entre la
gréfica de la funcién f(z) = —z% + 5, el eje OX y lasrectas z =0y z = 2.

Solucién. Dividimos el intervalo [0, 2] en 5 subintervalos:

o) 228 Y )

Evaluamos la funcién en cada uno de los extremos derechos de cada subin-
tervalo; es decir, consideramos el menor valor que toma f en cada subintervalo,
ya que f es decreciente; en este caso, el drea de cada rectdngulo obtenido es:

(331‘ - xi—1)f(9€i)-

Podemos aproximar (por defecto) el drea de la regién mediante la suma de
estos 5 rectdangulos,

5
AR (1= wim1) f(a) ~ 6.48 — A > 6.48,

i=1

Yy y=x%+5

0.5 1 1.5 2

Area por defecto

Con un razonamiento andlogo, tomando como altura de cada rectdangulo
la imagen del extremo izquierdo de cada subintervalo; es decir, el mayor valor
que toma f en cada subintervalo, obtenemos una aproximacién por exceso,

5

=1
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y y=45

0.5 1 15 2

Area por exceso

Luego, en una primera aproximaciéon podemos decir que el drea estd com-
prendida entre los siguientes valores: 6.48< A <8.08. Si aumentamos el niimero
de rectangulos, por ejemplo 25 y repetimos el proceso se tiene 7.17< A <7.49.
En el segundo caso las aproximaciones son mejores, al hacer que la longitud
de las bases tienda a 0, y por lo tanto el nimero de rectdngulos tienda a oo,
obtendremos el valor exacto 7.3333...A

Un estudio similar se puede hacer si tomamos como alturas de los rectdn-
gulos el valor de la funcién en un punto intermedio cualquiera Z; de cada
subintervalo. En este caso,

5

Ax Z(ﬂfz —xi-1) f(Z5)

i=1

La formalizacién matematica de lo que se ha expuesto nos permite separar
la nocién de integral de la idea intuitiva de drea.

2.2.2. Integral de Riemann. Propiedades

La construcciéon detallada vista en el ejemplo anterior nos da pie a intro-
ducir los conceptos bédsicos necesarios.

Definicién 2.3 Dado un intervalo compacto [a,b] C R, se llama particién de
[a,b] a cualquier conjunto finito de nimeros reales

P={a=xy,21, - ,mi 1,24 , T, = b}
que verifique
A=Tog<T1 < <X 1 <x; <+ < Ty, =b.
= De esta forma [a, b] queda dividido en n subintervalos.
» [7,_1, ;] es el intervalo i-ésimo de la particion.

= Si tomamos la particién de modo que todos los subintervalos midan lo
mismo, entonces, se verifica que hacer tender a 0 su longitud equivale a
que n — o0.

Definicién 2.4 Sea f : [a,b] — R una funcién definida en el intervalo [a, b]
y sea P = {a=uxg, 21, -+, 21,2 , T, = b} una particiéon de [a,b]. Si el
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siguiente limite existe, se dice que la funcién f es integrable y se define la
integral de Riemann de f en [a,b] como

/abf - Jirﬂlogf@) (T - @) = /abf(x)d:p

donde Z; es un punto intermedio cualquiera del intervalo [z; 1, x;]. Si el limite
no existe se dice que la funcién f no es integrable.

Propiedad 2 Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] entonces f es integrable
en [a,b].

Propiedad 3 Si f es continua a trozos en |a,b] entonces f es integrable en
[a, b].

Propiedades de la integral definida

i) Linealidad. Si f y g son dos funciones reales, integrables en [a, b], entonces
también es integrable la funcién hf + kg para cualesquiera h,k € R y

ademés , , ,
sk [ ser [

ii) Integrabilidad del producto y del cociente. Sean f y g reales e integrables
en [a, b]. Entonces f-g es integrable en [a, b]. Si g(z) # 0 en [a, b], entonces
g es integrable en [a, b].

iii) Aditividad respecto del intervalo. Sea f acotada en [a,b] y ¢ € ]a,b].
Entonces f es integrable en [a, ] si y sélo si lo es en [a,c| y en [c,b]. En

este caso se cumple:
b c b
[or=fo=]r

Esta propiedad constituye la base para algunas convenciones de notacion,
cuando cambiamos los limites de integracién, cambia el signo de la inte-
gral; es decir, fba f=- fba f. Si los limites de integracién son iguales, la
. a

integral vale 0; esto es, [" f = 0.

Las integrales definidas pueden tomar valores positivos, negativos o nu-
los pero para interpretarlas como el drea deben satisfacer las condiciones del
teorema siguiente.

Teorema 6 Si f es continua y no negativa en |a,b| entonces el drea compren-
dida entre la grdifica de f, el eje de abcisas y las rectas * = a y x = b es

b
fa f
Ejemplo 2.17 El drea limitada por la grafica de f(z) = 23, el eje OX y las
rectas * = 0 y x = 1 viene dada por

1
A:/ 2dx
0

puesto que f(z) = 23 > 0, Va € [0, 1].
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2.2.3. El Teorema Fundamental del Célculo Integral

El célculo de integrales aplicando la definicién de integral de Riemann es
generalmente dificil. El Teorema Fundamental del Célculo Integral nos propor-
ciona métodos de cédlculo de integrales y ademés establece la conexion entre
derivacion e integracion.

Definicién 2.5 Dada una funcién f real integrable en el intervalo [a,b], la
funcién F': [a,b] — R definida por:

F(z) = / o

se llama integral indefinida o funcion integral de f correspondiente al punto
a.

Teorema 7 (Teorema fundamental del Cdlculo Integral) Si f es con-
tinua en |a,b], entonces F es derivable en [a,b] y ademas F'(x) = f(x) para
cualquier x € [a, b].

Una consecuencia inmediata de este teorema es que proporciona un método
practico para hallar integrales conocido como la regla de Barrow:

Corolario 1 (Regla de Barrow) Si [ : [a,b] — R es integrable en el in-
tervalo [a,b] y si G : [a,b] — R es una primitiva de f en dicho intervalo,
entonces se verifica que

[ st = 60) - 6ta) = 01,
Ejemplo 2.18 Calcula las siguientes integrales:
a) [i sinzdr = |—cosz]iZf = —cosm+cos0=1+1=2
b) fol x" dz siendo n # —1.

1 n+1 _ 1
Jo 2" da = [:’EIL+1]§:[1) = 0= n+r1

c) 12%’3 =[nz?=?=In2—-Inl=1In2

2.2.4. Calculo de dreas de figuras planas

Al principio del tema se introduce la integral con el fin de obtener, dentro de
lo posible, dreas de figuras planas. Veamos ahora como aplicarlo en la practica.
La integral no sélo se aplica en el caso de las dreas, sino que también nos
permite calcular dreas de superficies de revolucién, volimenes y longitudes de
curvas, al menos en determinados casos de particular interés y tiene ademads
interesantes aplicaciones en la fisica.

Abordamos el calculo de dreas de un determinado conjunto de puntos del
plano C.
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Area entre una curva y el eje de abcisas.

Dada una funcién f : [a,b] — R continua en [a, b], el drea del conjunto
C C R? limitado por la curva y = f(x), el eje de abcisas, y las rectas x = a y
x =bes:

b
A©) = [ Ifa)lds
La integral de | f(z)| se calcula del siguiente modo:

» sila funcién f es positiva en todo el intervalo, es decir: f(xz) > 0, Vo €
[a, b] , entonces

A(C) = /abf(x)dx

= sila funcién f es negativa en todo el intervalo, es decir: f(x) <0, Vz €
[a,b], entonces el valor de la integral es negativo, por ello hemos de
cambiar el signo para que el drea sea un valor positivo:

/abf(a:)da: = —/abf(:v)dx

= si la funcién f cambia de signo un nimero finito de veces en el intervalo
[a, b] , determinaremos los puntos de corte de f con el eje OX. En cada
subintervalo asi obtenido, f tendra signo constante y aplicaremos los
casos anteriores. El drea total vendra dada como suma de integrales en
cada uno de los subintervalos donde el signo de f permanece constante.

A(C) =

Ejemplo 2.19 Halla el drea de la regién comprendida entre la grafica de la
funcién f(z) = 3(x3 — x) y el eje de abcisas.

Solucién. Como se observa en la gréfica, f(x) > Opara —1 <2 <0y f(z) <0
para0 <z <1:

-2 ~1 1 2

-2

-4

por tanto el drea vendra dada por:
0 1 0 1
A = / 3(2* — x)dw + / 3(2* — x)dz| = / 3(z* — x)dx — / 3(2* — x)dr =
~1 0 —1 0

xt x20 x? le 1 1 1 1
= 3|— - — —-3|———= =3(0—-(-—=))—-3(-—=-=0]) =
T-5] -2 l5 -] - -6-9) -2 (52 9)

= g unidades de drea. A
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Ejercicio 2.6 Calcula el drea de la regién del plano comprendida entre la
pardbola y = —22 — 2 + 2, la recta x = —3, la recta x = 2 y el eje de abcisas.

Ejercicio 2.7 Calcula el drea de la region del plano limitada por la grafica de
la funcién f(z) = —23 +42% + v — 4 y el eje OX.

Area encerrada entre dos curvas

Consideremos [y g dos funciones continuas en el intervalo [a,b] y sea C' el
conjunto limitado por la curva y = f(z), la curva y = g(z) y las rectas x = a
y © = b. El drea de C' viene dada por:

b
A©) = [ 1f) - gle) o
Para integrar | f(z) — g(x)| tendremos en cuenta que:

» si f(z) > g(x) en todo el intervalo [a, b] :

» si g(x) > f(x) en todo el intervalo [a, b] :
A©) = [ {ola) ~ f(a)) da

» si las graficas de f y ¢ se cortan en el intervalo [a,b], tendremos que
separar las integrales entre los puntos de corte de ambas curvas, obtenidos
al resolver la ecuacién f(z) — g(xz) = 0, y aplicar en cada subintervalo
los casos anteriores.

Ejemplo 2.20 Halla el area comprendida entre las gréaficas de las funciones
f(x) =32 — 2> - 10z y g(x) = —2*+ 2x.

Solucién. Calculamos los puntos de corte de ambas curvas:
323 — 22 — 102 — (—2? +22) =0

32° — 120 =0—2=0, =2, 0=—2

10

7.5

-3 -2 -1 1 3
-2.5

-5

-7.5
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Observamos en la grafica que en [—2, 0] la gréfica de f esta por encima de
la gréfica de g, mientras que en el intervalo [0, 2] es la gréfica de g la que esta
por encima, por tanto:

A = / (f(2) - gla))de + / (9(x) — f(a))de =

-2

0 2
= / (32 — 12z)dx + / (—=32° + 122)dr = 24 w.a.
0

-2

Si no se dispone de informacién sobre la posicién relativa de ambas graficas,
podemos asegurarnos los valores de la integral utilizando valores absolutos, asf:

[ @ = atands|+ | [ (1(0) = s(@)aa| -

2

A = /_\f(w)—g(:v)!dw=

2

0 2
= / (32 — 12z)dx + / (=32 + 127)dr = 24 w.a. A
- 0

2

Ejercicio 2.8 Halla el drea comprendida entre las curvas y = sinx e y = cosx
en [(), g} .

Ejercicio 2.9 Calcula el drea de la regiéon encerrada entre las gréficas de las
funciones f(x) =6x — 2% y g(v) =2* -2z

2.3. LA INTEGRAL DOBLE

2.3.1. Introduccién

En este apartado vamos a estudiar la integracién de una funcién de dos va-
riables f : R? — R sobre un rectdngulo R C R?. Si la integracién de funciones
de una variable tenfa su origen en la bisqueda del drea de una regién plana,
la intregracion de funciones de varias variables, tiene una motivacion similar:
la determinacién del volumen de un sélido en el espacio.

Si la funcién f es continua y no negativa en el rectangulo R, la ecuacién
z = f(x,y) representa una superficie que estd por encima de R. Supongamos
que queremos calcular el volumen del espacio bajo dicha supercie, sobre el
rectangulo 2. Hacemos una particién del rectangulo R en n x n subintervalos
iguales,

ynzd —

yO:C : ______

Xo=a | | [ Xn=
X

y tomamos un punto intermedio en cada uno de ellos ¢;. Si multiplicamos el
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drea de cada subintervalo, dada por AzAy, por el valor f(¢;), se obtiene el
volumen de un paralelepipedo de base dicho recténgulo y altura f(c;) :

La suma de los volimenes de todos estos paralelepipedos es una aproxi-
macioén al volumen buscado, es decir:

volumen ~ Z f(Gj)AzAy

1,7=1

2.3.2. La integral como limite de sumas de Riemann

Sea f : R C R?> — R una funcién de dos variables definida sobre un
rectangulo R = [a, b] X [¢, d], acotada y con valores reales . Sea P una particion
regular de R = [a,b] X [c,d] de orden n; es decir, dos colecciones ordenadas
de n + 1 puntos igualmente espaciados {z;}i g, {y;}}—o tales que 7, = a <

Ty < ... <1y = b, yo=C<y1<...<yn:dconA:U:xi—a:i,1:b*Ta,
Ay:yz Yi— l—dC
Entonces:

Definicién 2.6 Diremos que una funcién f es integrable sobre el rectangulo
R si existe el siguiente limite, siendo dicho limite la integral doble de f en R,

//f—JL%chZJ AzAy

1,j=1

Propiedad 4 Toda funcion continua definida sobre un rectdngulo es inte-
grable.

2.3.3. Propiedades de las integrales dobles

Las propiedades fundamentales de la integral [/ » J(7,y)dA son, esencial-
mente, las mismas que para la integral en una variable. Destacamos las si-
guientes:

i) Linealidad: si f y g son funciones integrables en el recténgulo Ry ¢ € R,
entonces f + g y ¢f son integrables en R y ademds

Jhisso= [l Jhe Jer=c])
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ii) Aditividad: si R;, i = 1,...,m son rectdangulos disjuntos con R = Ry U
...UR,, rectdngulo y f es integrable en cada R;, entonces f es integrable

en Ry ademds .
IREI

2.3.4. Calculo de integrales dobles

El principio de Cavalieri nos proporciona un método geométrico para cal-
cular voliumenes. Dado un cuerpo sélido, si A(x) denota el drea de su seccién
transversal medida a una distancia = del plano de referencia, entonces el vo-
lumen de dicho sélido estd dado por fab A(z)dz, donde a y b son las distancias
minima y méxima a partir del plano de referencia. Usaremos este principio
para evaluar integrales dobles.

Consideremos la regién sélida bajo la grafica de la funcién z = f(x,y)
definida en la region [a, b] X [¢, d] donde f es continua y no negativa. La seccién
transversal determinada por un plano cortante r = z, es la regién plana bajo
la grafica de z = f(x,,y) desde y = ¢ hasta y = d; por tanto, su drea es

A(z,) = / [ (20, y)dy.

Entonces, el volumen V' = [ [, f(x,y)dA de la regién debe ser

V= /:A(:U)d:v: /ab [/Cdf(x,y)dyl dz

Esta integral se conoce como integral iterada pues se obtiene integrando
respecto a y y luego respecto a x.
Invirtiendo los papeles de = y de y, obtenemos

J[ stwaaa~ [ d Ji bf(az,y)dx] dy

Ny sy ’
A/ 1/
RN RE ol
N O S N N O R S
: : : [ : : :
Xo ! e : :
X X

El siguiente teorema justifica, mediante sumas de Riemann, esta reduccion.
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Teorema 8 (Teorema de Fubini) Si f es una funcion continua con do-
minio rectangular R = [a,b] X [c,d]. Entonces:

//Rf(aﬁ,y)dA:/ab/cdf(a:,y)dyda::/Cd/abf(:v,y)da:dy

1,3
Ejemplo 2.21 Calcula/ / (2xy2 — 3x2y3) dz dy.
—2.J-1
Solucién. Calculamos en primer lugar
3
/ (2:Uy2 — 3x2y3) dx
-1
y el resultado lo integraremos respecto de y en el intervalo [—2, 1].
3
3
/1 (2xy2 — 3x2y3) dr = [m2y2 — x3y3] 1= (9y2 — 27y3)—(y2 + y3) = 8y*—28y°
Por tanto,

1 p3 1 3 471
8 28
/ / (23:3/2 — 33:23/3) drdy = / (8y2 — 28y3) dy = L =

—2.J-1 _92 3 4 _9

8 —64
= (--7)—(———112) =129. &
G- ()

Ejercicio 2.10 Verifica que al intercambiar el orden de integracién no se al-
tera el resultado.

T 0
4
Ejemplo 2.22 Calcula / / (sin x cos 2y — cos 2x siny) dydz.
0o J=z

= 0
4
Solucién. Para calcular / / (sin x cos 2y — cos 2x siny) dydx calculamos
0 JF

en primer lugar la integral de f(x,y) = sinx cos 2y — cos 2z siny respecto de y

—T
en el intervalo T’O :

0 0
1
/ (sin x cos 2y — cos2x siny) dy = {5 sin z sin 2y + cos 2z cos y] =

_

=%

4 4

= (0 + cos2x) — (’71 sin x + ?cosZm) = isinz + %coslx.
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Ejemplo 2.23 Evalia la integral / / ye’ — y2e2x) dydzx.
0o Ji

Solucién.
2 3 2

1
/ / ye' — yPe™) dydx:/ ly—ew—y—e%} dr =
0o L2 3 1
1 1 !
13- [ (i)
A

I3, T (3T, 37\ 3 7,
_{26 66}_(26 66) (2 6)_26 6" #

0

Ejercicio 2.11 Calcula f_12 fol (22> + 2y2x) dx dy

Ejercicio 2.12 Halla fol f13(4a:y3 —y e*)dydx

/2
Ejercicio 2.13 Calcula la integral / / cos 2z siny dx dy.
0 0
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