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Introduccién a la estadistica descriptiva

La primera parte de este libro estd dedicada a la estadistica des-
criptiva. Atendiendo a lo que tradicionalmente se ha entendido por des-
criptiva se estaria hablando de un conjunto de herramientas, formado
por coeficientes y técnicas, que tratan de resumir la informacién conte-
nida en un conjunto de datos. Sin embargo, la estadistica descriptiva es
mucho méas que eso, en realidad es una parte fundamental de cualquier
analisis estadistico complejo, en la que se empiezan a tomar decisiones
que afectaran al conjunto de la investigacién. Los coeficientes descripti-
vos daran informacion sobre la estructura de la poblacién que se estudia,
indicando, por ejemplo, si ésta es simétrica, si realmente se trata de una
Unica poblacién o hay una superposicién de poblaciones, también pueden
detectarse valores extraordinariamente raros, etc.

Desde otra 6ptica, la mayoria de los coeficientes descriptivos ten-
dran su homologo inferencial o poblacional, que necesariamente deberan
ser estudiados a la luz de aquellos. Haciendo una pequena abstraccién
muchos de los coeficientes descriptivos, los mas importantes, se convier-
ten en poblacionales al sustituir frecuencias por probabilidades.

En resumen, el andlisis descriptivo es una parte inseparable de
cualquier analisis estadistico, que puede tener su continuidad con un
analisis inferencial cuando los datos que se manejan se corresponden
con una muestra probabilistica extraida de una poblacién.

Esta primera parte del libro esta compuesta por tres capitulos, el
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primero de ellos aborda el problema unidimensional. Se trata de identifi-
car la informacién que se va a analizar, bien sean variables cuantitativas
o de clase, procediéndose a organizarla en distribuciones de frecuencias.
Se indica que la primera toma de contacto con las peculiaridades de
una distribucion se obtiene a través de sus representaciones graficas y
se da al menos una representacion para cada uno de los tipos de datos
que se manejan. Se calculan todos los coeficientes tradicionales: medi-
das de centralizacion, de posicién, de dispersiéon y de forma; se obtienen
los momentos respecto al origen y respecto a la media, indicindose que
generalizan la mayoria de las medidas anteriores. Se introduce la de-
sigualdad de Tchebychev, poniéndose de manifiesto la relacién existente
entre la varianza y la media aritmética. Se estudian las transformacio-
nes de variables, haciendo ver que el objetivo es conseguir distribuciones
mas regulares, que sean comparables, mas simétricas; entre todas las
transformaciones se dedica especial atencién a la normalizacion o tipifi-
cacién. Por dltimo, se hace una breve incursién en el andlisis exploratorio
de datos, recurriendo a representaciones, como los diagramas de cajas,
que resaltan las regularidades y las especificidades del conjunto de datos,
entre las que cabe destacar la presencia de observaciones candidatas a
ser valores extranos o anémalos.

El capitulo segundo supone una generalizacién al caso de que con-
juntamente se tenga mas de una variable, viéndose con detenimiento el
caso bivariable y destacando el hecho de la posible existencia de rela-
ciones entre dichas variables. La existencia de dependencias merece una
especial atencién por las consecuencias que de ella se derivan en muchas
técnicas estadisticas. Se introducen coeficientes que expresaran el grado
de relaciéon entre las variables, distinguiendo los casos en que éstas sean
continuas, ordenadas o de clase; lo que conduce a definir medidas de
correlacion, concordancia y contingencia o asociacion.

En el dltimo capitulo de esta parte se aborda el problema del
ajuste y la regresién en el plano, lo que supone un primer acercamiento
a la modelizacién estadistica. El desarrollo del tema se hace planteando
un modelo lineal, empleandose para la estimacién de los parametros el
método de los minimos cuadrados. El anélisis de la bondad del ajuste
se realiza a través del coeficiente de determinacién. El método de la
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regresién a la media permite calibrar la calidad de los posibles ajustes a
realizar. También se analizan algunas extensiones a los casos de modelos
linealizables y polinomiales.
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Capitulo 1

Sintesis de la informacién

1. Resena histérica
1.1. Introduccion

Al acercarse a una ciencia es interesante indagar en sus raices
histéricas para obtener una vision de su naturaleza y de sus objetivos
como disciplina cientifica. El estudio de dichas raices permitira entender
el grado de desarrollo actual, la relacién entre sus distintas partes, com-
prender su terminologia -dado que el nombre de un coeficiente, de una
técnica, ... suele estar asociado a su origen histérico-, e incluso prever
en que direccion evolucionara. En el caso de la Estadistica este estudio
retrospectivo es particularmente rico en ensenanzas.

A lo largo de los tiempos han sido muchas las concepciones que se
le ha dado a la ciencia Estadistica, desde la que la ha entendido como
un conjunto de técnicas aplicables a una serie de datos, hasta la que
la ha concebido como un proceso de extrapolacion de conclusiones de la
muestra a la poblacién. Actualmente, no puede entenderse la Estadistica
como un conjunto de conceptos y expresiones matematicas abstractas,
olvidando las motivaciones histéricas sobre las que se construyd y su
actual papel esencial en cualquier tipo de investigacion empirica, tal y
como destaca Kruskal en su Enciclopedia Internacional de Estadistica.
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1.2. Origenes de la estadistica descriptiva

Los origenes histéricos de la Estadistica (descriptiva) hay que bus-
carlos en los procesos de recogida de datos, censos y registros sistemati-
cos, asumiendo un papel asimilable a una aritmética estatal para asistir
al gobernante, que necesitaba conocer la riqueza y el ntimero de sus
subditos con fines tributarios y politicos.

Los primeros registros de riqueza y poblacién que se conocen se
deben a los egipcios. Ramsés II en el 1400 a.C. realizé el primer censo
conocido de las tierras de Egipto, no siendo éste, se supone, ni el primero
ni el ultimo que se hiciera en las tierras banadas por el Nilo.

Posteriormente, desde el siglo III a.C., en las civilizaciones china
y romana se llevan a cabo censos e inventarios de posesiones, que pue-
den considerarse precedentes institucionalizados de la recogida de datos
demograficos y econémicos de los Estados Modernos.

Hay que realizar una mencién especial del periodo helénico, en
el que las escuelas matematicas se suceden. Centros como el de Quios,
donde estudié Hipdcrates (Hipderates de Quios) el matematico, consi-
derado como el inventor del método matematico y escuelas como las de
Cirene, Megara y al final Atenas, donde se reunen los matemaéticos, unos
alrededor de Protagoras y otros en torno a Sécrates.

En la Edad Media se vuelve a la utilizacién de la Aritmética para
la recogida de datos, existiendo menos interés por la elucubracién ma-
tematica abstracta. Es en este periodo de tiempo cuando Carlomagno
ordené en su “Capitulare de villis” la creacién de un registro de todos
sus dominios y bienes privados.

FEn el siglo XVII se producen avances sustanciales, y asi, en las uni-
versidades alemanas se imparten ensefianzas de “Aritmética Politica”,
término con el que se designa la descripcion numérica de hechos de in-
terés para la Administracion Publica. Destacados autores de Aritmética
Politica fueron los ingleses Graunt (1620-1674) y Petty (1623-1687).
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Con métodos de estimacién en los que cabia la conjetura, la expe-
rimentacién y la deduccion, Graunt llega a estimar tasas de mortalidad
para la poblacién londinense, analizando ademas la verosimilitud de la
informacién de que disponia. Por su parte, Petty, cuyas aportaciones es-
tadisticas fueron menos relevantes, tiene el mérito -en opinién de Gutié-
rrez Cabria- de proponer la creacién de un departamento de estadistica,
en el que se reuniese informacién no sélo de cardcter demografico, sino
también sobre recaudacién de impuestos, educacién y comercio. Surge
en esta época la conciencia de la necesidad de disponer de informacién,
conciencia que va tomando cuerpo a partir de la segunda mitad del siglo
XVII en la mayor parte de las potencias europeas y americanas, consi-
derdndose como primera oficina de estadistica la instituida en Suecia en
1756.

En Espana, el interés por las investigaciones estatales nacié con la
preocupacion de los Reyes Catdlicos por mejorar el estado de las “Cosas
Publicas”, estableciéndose el primer censo del que se tiene referencia en
1482, elaborado por Alonso de Quintanilla. Durante el siglo XVIII se
elaboraron censos como el de Ensenada en 1749 y el de Floridablanca
en 1787, con una metodologia con visos de modernidad. Los actuales
censos de periodicidad decenal empezaron a elaborarse en 1860 a cargo
de la Junta General de Estadistica.

2. La organizacién de la informacion

Los datos constituyen la materia prima de la Estadistica, pudién-
dose establecer distintas clasificaciones en funcién de la forma en que
éstos vengan dados. Se obtienen datos al realizar cualquier tipo de prue-
ba, experimento, valoracién, medicién, observacién,. ..

Este capitulo tiene por finalidad la descripciéon de un conjunto de
datos, sin considerar que éstos puedan pertenecer a un colectivo méas
amplio y, por supuesto, sin la intencién de proyectar los resultados que
se obtengan al colectivo global; objeto esto ultimo de lo que se conoce
como Inferencia Estadistica.
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2.1. Variable y atributo

Se realiza una primera clasificacién del tipo de datos en funcién
de que las observaciones resultantes del experimento sean de tipo cua-
litativo o cuantitativo, en el primero de los casos se tiene un atributo y
en el segundo una wariable. Para hacer referencia genéricamente a una
variable o a un atributo se utilizara el término cardcter.

Ejemplo 1.1 Como ejemplos de atributos pueden considerarse el
color del pelo de un colectivo de personas, su raza o
el idioma que hablan y como variables su estatura,
peso o edad.

Para poder operar con un atributo es necesario asignar a cada una
de sus clases un valor numeérico, con lo que se transforma en una variable,
esta asignacién se hard de forma que los resultados que se obtengan al
final del estudio sean facilmente interpretables.

Ejercicio 1.1 Clasifique los siguientes datos segiin sean variables

o atributos:

a) EI color de ojos de un grupo de 20 per-
sonas.

b) La nacionalidad de un conjunto de indi-
viduos.

c) Las dioptrias de un grupo de personas
miopes.

d) Los matices de color de un cuadro im-
presionista.

e) Las dianas que consigue un arquero so-
bre un total de 100 intentos.

2.2. Variables discretas y continuas

Dentro del conjunto de las variables se distingue entre discretas y
continuas. Se dice que una variable es discreta cuando entre dos valo-
res consecutivos no toma valores intermedios y que es continua cuando
puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo.
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Ejemplo 1.2 La estatura de un grupo de personas seria una va-
riable continua, mientras que el nimero de cabellos
que tienen en la cabeza seria una variable discreta.

En la practica todas las variables son discretas debido a la limi-
tacion de los aparatos de medida, y asi, en el ejemplo de las estaturas,
quizés se podria detectar una diferencia de una cienmilésima de metro,
0 a lo mé&s, de una millonésima, pero dados dos individuos que se di-
ferencien en una millonésima no puede detectarse otro que tenga una
estatura intermedia. De todas formas, en general se trata a las varia-
bles “tedricamente” continuas como tales, por razones que se pondran
de manifiesto mas adelante.

Ejercicio 1.2 Indique cudles de las siguientes variables son con-

tinuas y cudles discretas:

a) El niimero de moléculas de agua de un
pantano.

b) La edad exacta de un grupo de 50 ninos.

c) La distancia por carretera entre las ca-
pitales de provincia peninsulares espanolas.

d) La distancia al centro de la diana de las
flechas lanzadas por un arquero.

e) El nimero de docenas de huevos que se
recolecta al dia en una granja de gallinas.

Si la ocasion lo requiere se tiene la posibilidad de transformar una
variable discreta en continua o viceversa. Para transformar una variable
discreta en continua, una vez ordenados los valores, se asigna a cada uno
de ellos un intervalo que tenga por extremos el punto medio respecto al
valor anterior y el punto medio respecto al valor siguiente. Esta ope-
racion tiene interés, por ejemplo, en la aproximacién de distribuciones
discretas a continuas, como se tendrd la oportunidad de comprobar en
la segunda parte de este manual.

Para transformar una variable continua en discreta basta con hacer
corresponder a cada uno de los intervalos su punto medio o marca de
clase.
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Ejercicio 1.3 'Transforme la variable continua que toma valores
en los intervalos (0, 2], (2, 3], (3, 6], (6,10], (10, 15]
en variable discreta.

2.3. Clasificacién de las series estadisticas

Ademads de por su naturaleza, se pueden realizar distintas clasifi-
caciones del conjunto de los datos o serie estadistica.

1. Por su nimero

a) Finitas. Las que tienen un nimero finito de elementos.

b) Infinitas. Cuando tienen infinitos elementos.
2. Por su obtencién

a) Objetivas. Obtenidas con métodos exactos de medicidn.

b) Subjetivas. Obtenidas mediante apreciaciones personales.

3. Por su dimension

a) Unidimensionales: x1, z2, 3, -, xp.
b) Bidimensionales: (x1,y1), (x2,y2), ", (Tn, Yn)-
¢) n-dimensionales: (w1, 23, xL), -+ (2], 25, 27).

4. Por su dependencia temporal

a) Temporales. Los valores se toman en instantes o periodos de
tiempo.

b) Atemporales. No dependen de ningin soporte temporal.

2.4. Distribucién de datos

La organizacién de los datos constituye la primera etapa de su
tratamiento, pues, facilita los calculos posteriores y evita posibles con-
fusiones. Realmente, la organizacion de la informacién tiene una raiz
histérica y aunque actualmente con el desarrollo de los medios informaé-
ticos deja de tener importancia desde un punto de vista aplicado, desde
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la perspectiva de la ensenianza de la Estadistica tiene un gran valor con-
ceptual. La organizacién va a depender del ntmero de observaciones
distintas que se tengan y de las veces que se repitan cada una de ellas.
En base a lo anterior se pueden estructurar los datos de tres maneras
distintas:

1. Tipo I: Cuando se tiene un nimero pequefio de observaciones
casi todas distintas, éstas se dardn por extension.
Ejemplo 1.3 En la serie: 2, 3, 5, 7, 7, 8, 11, 14, 16, 19, el
7 se repite dos veces y el resto de los valores
esta presente una vez.

2. Tipo II:  Cuando se tiene un gran nimero de observaciones pero
muy pocas distintas, se organizan en una tabla de frecuencias, es
decir, cada uno de los valores acompanado de la frecuencia con la
que se presenta.

Ejemplo 1.4 La tabla

Valor | Frecuencia
2 4
4 4
5 3
6 2
7 3
8 3
9 1

indica que el valor 2 se repite 4 veces, el valor
4 se repite 4 veces, etc.. ..

3. Tipo III:  En el caso de que haya muchas observaciones, la ma-
yoria de ellas distintas, pueden disponerse agrupandolas en inter-
valos e indicando el nimero de observaciones que caen dentro de
cada intervalo.
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Ejemplo 1.5 La tabla

Intervalo | Frecuencia
(2,3] 4
(3,7] 6

(7,12] 12
(12,21] 8
(21,25] 6
(25,30] 4
(30,50] 3

nos dice que en el intervalo (2,3] hay 4 ob-
servaciones, que en el (3,7] hay 6, etc. ..

En cualquiera de los tres casos o tipos se tiene una distribucion
de frecuencias. A la variable que representa a la distribucién se le llama
genéricamente X, a cada uno de los valores que toma la variable se le
denota por z;, v a la frecuencia con que toma dicho valor por n;. Para
evitar confusiones es aconsejable ordenar los valores de la variable de
menor a mayor. Los valores ordenados de una distribucion se presentan
con los subindices entre paréntesis:

L)) %(n)

de tal forma que siempre se verifica que z(;) < Z(;41).

Para efectuar calculos, sea cual sea el tipo de distribucion, se dis-
ponen los datos de la siguiente forma:

i | ny N; fi F;
1 | Ny fi Fy
zo |na| No | fol| Fo

Ty |ng [ Ne=n| fi | Fr=1

Donde:

T
= n representa al nimero total de observaciones y serd igual a g n;
i=1
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» f; es la frecuencia relativa, definida como 7+
i
= N es la frecuencia absoluta acumulada, que se obtiene como E n;
J=1

K3
s F; es la frecuencia relativa acumulada, que viene dada por E fi
j=1

Observe que si la distribucion es de tipo I cada una de las frecuen-
cias absolutas es igual a 1, y si la distribucion es de tipo III los valores
x; representan a las marcas de clase o puntos medios de los intervalos'.

3. Representaciones graficas

En funcién de la naturaleza de los datos y de la forma en que éstos
se presenten existen distintos tipos de representaciones. Se muestran
aqui las mas interesantes.

1. El diagrama de tarta se emplea para representar atributos.
Ejemplo 1.6 En una votacién entre cuatro candidatos a
representante de una comunidad se han ob-
tenido los siguientes resultados:

Candidato | Numero de votos
A 287
B 315
C 275
D 189

La representacion grafica mediante un dia-
grama de tarta seria la que se muestra en la
figura 1.1.

2. Una distribucién dada por extension, se representa mediante un
diagrama de puntos.

- . Li+L;
Dado el intervalo (Li, Li+1), la marca de clase viene dada por z; = 7l+2 itl
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1773% \\V/// - .
: ‘ %ﬁ///j agndldatos

§<_29'55%

Figura 1.1: Diagrama de tarta

Ejemplo 1.7 En un estudio sobre el peso y la estatura de
un grupo de siete estudiantes se han obtenido
las siguientes mediciones:

(73,1'87), (67,1'75), (75, 1'80),
(66,1'67), (80,1'95), (64,1'78), (83,1'77).
La representacion grafica mediante un dia-

grama de puntos es la que se muestra en la
figura 1.2.

A dicha representacion se le suele denominar
nube de puntos o diagrama de dispersion; se
estudiara mas a fondo en el capitulo 2.

3. Pararepresentar una distribucién del tipo I1, se utiliza un diagrama
de barras:

Ejemplo 1.8 La representacion de la distribucion del ejem-
plo 1.4 es la que se muestra en la figura 1.3.

4. Por 1ultimo, si se tiene una distribucién del tipo III, se utiliza un
histograma:

Ejemplo 1.9 EI histograma correspondiente a la distribu-
cién del ejemplo 1.5 es el de la figura 1.4.

Observe que el efecto que produce el histograma es el de relacionar
el niimero de observaciones con el area dentro de cada rectdngulo,
por lo que si éstos tienen la misma base, es decir, si los intervalos
son de la misma amplitud, basta con construir rectangulos con
base los intervalos y altura las frecuencias asociadas a ellos. En
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Estatura

Figura 1.2: Diagrama de puntos

cambio, si las bases son distintas, o lo que es lo mismo, si los
intervalos son de distinta amplitud, y se emplea el criterio anterior
de asignacién de alturas, se producird una distorsiéon optica. Por
ello, en estos casos en vez de utilizar la frecuencia como altura de
los rectangulos se utiliza la denominada altura del histograma o
densidad de observaciones en el intervalo, definida como h; = Z—:,
donde a; es la amplitud del intervalo correspondiente.

4. Medidas centrales

Una vez organizados los datos en su correspondiente distribucién
de frecuencias, se procede a dar una serie de medidas que resuman toda
esa informacién y que, “de alguna manera”, representen a la distribucién.

4.1. La media

La media es una medida de representacién central que necesaria-
mente debe cumplir tres requisitos:
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Frecuencias

Figura 1.3: Diagrama de barras

1. Para su obtencién deben utilizarse todas las observaciones.

2. Debe ser un valor comprendido entre el menor y el mayor de los
valores de la distribucion.

3. Debe venir expresada en la misma unidad que los datos.

Entre todas las funciones que verifican estas tres propiedades se
destaca la media aritmética, a partir de ahora media simplemente, que
se define de la siguiente manera:

r
E Zin,
1=1

n

Tr =

Donde las z; representan, segin el caso, a los valores de la variable o a
las marcas de clase de los intervalos.

Ejemplo 1.10 La media de la distribucién del ejemplo 1.4 viene

dada por:
i — 2:4+44-445-34---49-1
= IF4+3+-- 71
= P =5
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a0

H
Figura 1.4: Histograma

Con el mismo esquema también se puede definir la media geomé-

trica como:
Ty = /ol ay? . ark.

Ejemplo 1.11 La media geométrica de la distribucion del ejem-
plo 1.3 se obtendria como:

V2.3.5.72.. .19 = 7/483.

Tg =

Cuando se tiene que hacer un promedio de un grupo de razones se

utiliza la media armdnica, definida como:
_ n
€T =
@ k

g
im1 Vi
Ejemplo 1.12 La media arménica de la distribucién del ejem-
plo 1.4 se obtendria como:

20
= 4'125.

8l
Q
|
I
+
NN
+
oW
+
+
Ol
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Otra media que tiene interés practico es la media ponderada. Esta
consiste en asignar a cada valor x; un peso w; que depende de la im-
portancia relativa de cada uno de estos valores bajo algin criterio. Su

expresion responde a:
T
g ;Wi T;
_ =1

=—.
E n;w;
=1

Lp

Ejemplo 1.13 Para superar la asignatura de estadistica, un alum-
no debe ser evaluado en distintas pruebas referen-
tes a la misma: test, problemas y practica, cada
una de ellas ponderada segiin su importancia o con-
tribucién en la nota final. Asi, los pesos de cada
prueba serdn del 30 %, 50 % y 20 % respectivamen-
te. Sabiendo que las notas obtenidas por el alumno
en cada prueba son 7, 3 y 5 respectivamente, jcual
es la nota global en la asignatura?

7. — -30+3-5045-20
p 30450+ 20

_ 460 _ 4

Propiedades de la media. Se analizan a continuacién una serie de
propiedades de la media que hacen de ésta una medida 6ptima de repre-
sentacién.

1. La suma de las desviaciones de los valores de la distribucién res-
pecto a la media es igual a cero, es decir:

r

Z(l’l — IZ‘)’I’Lz =0.

=1

2. Si a cada observacion de una distribuciéon X se le suma una cons-
tante k (traslacion), se tiene una nueva variable Y = X + k con
media igual a la de X mads la constante k.
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3. Si se multiplica una variable X por una constante k& (homotecia),
la variable resultante Y = kX tendra media igual a k£ por la media
de X.

Estas dos propiedades se pueden resumir en la siguiente:

Y=aX+D = y=aZ+b.

4. La media es el valor ¢ que hace minima la expresién:

r

Z(iﬁi — ¢)°n;.

=1

Precisamente ese minimo sera la varianza de X, medida de dis-
persion que se estudia mas adelante. Por otra parte, se comprobard que
esta propiedad de la media garantiza su bondad como medida de repre-
sentacion.

Ejercicio 1.4 Demuestre las propiedades anteriores.
4.2. La mediana

La mediana es un valor que, previa ordenacién, deja la mitad de las
observaciones en la recta real a la izquierda y la otra mitad a la derecha.
Es decir, el 50% de los datos son menores o iguales que la mediana y
el otro 50 % mayores o iguales a ésta. Para su célculo y suponiendo que
los valores estan ordenados se procede de la siguiente manera:

1. Si los datos vienen dados por extensién, y hay un niimero impar
de ellos la mediana es el elemento que se encuentra en el centro, es
decir T(ntl). Si el nimero de datos fuera par habria dos elementos
centrales y la mediana se obtendria como la media de ambos, es
decir:

T(g) T TG+

M, = 5
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Ejemplo 1.14 La mediana de la distribucién del ejemplo 1.3
se obtendria como:
_Te) TTe) T8

M, = 5.
€ 2 2 [

2. A partir de una distribucién de tipo II ordenada, se construye la
columna de frecuencias absolutas acumuladas, se obtiene el valor
de 3, deslizéndose por la columna de N; hasta detectar la primera
frecuencia mayor o igual que 5; si dicha frecuencia es estrictamente
mayor que % la mediana toma el valor de la observacién que la

ostenta, si por el contrario 5 coincide con algin N; la mediana

Ti+Tit1
vale ===

Ejemplo 1.15 Para calcular la mediana en la distribucion

del ejemplo 1.4 se obtiene Z que es igual a

10, construyendo la co]unga de frecuencias
acumuladas:

2 14| 4

4141 8

513 | 11| «—

6|2 |13

713116

81319

91120

Puesto que N2 < 10 y N3 > 10 entonces
M, =5.

3. Por tultimo, si la distribucién viene agrupada en intervalos, se cons-
truye también la columna de N; para fijar el intervalo donde se
halla la mediana, éste queda determinado porque es el primero

que verifica que la frecuencia acumulada del intervalo es mayor
o igual que 7. Una vez fijado el intervalo, la mediana adopta la
siguiente expresion:

— Ni1

Me=1Liy+**—a;
g

I3

donde L;_; es el extremo inferior del intervalo y a; su amplitud.
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Ejemplo 1.16 En la distribucién del ejemplo 1.5, & = 21'5.
La tabla de frecuencias acumuladas que se

obtiene es:
(Li—1,Ls] | ns | N
(2,3] 4 4
(3,7] 6 | 10
(7,12] |12] 22| —
(12,21] 8 | 30
(21,25 | 6 | 36
(25, 30] 4 |40
(30, 50] 3 143
Por tanto:
21’5 — 1
M, =T+ #5 = 11'79.

Ejercicio 1.5 Demuestre que la mediana es el valor ¢ que hace
minima la expresion:

.
>z — ¢l
=1

4.3. Las modas

La moda absoluta de una distribucién es el valor que méas veces
se repite. Ademads de la moda absoluta, aquellos valores que tengan fre-
cuencia mayor a la de los valores adyacentes serdn modas relativas.

Las modas se pueden obtener facilmente cuando los datos vienen
dados en forma puntual.

Ejemplo 1.17 En la distribucién 2, 3, 3, 4, 6, 7, 7, 7, 10, la moda
absoluta es 7, puesto que es el valor que se repite
mads veces, concretamente 3. Ademas, el 3 es una
moda relativa, puesto que su frecuencia es 2, su-
perior a la de los valores 2 y 4, ambas iguales a 1.
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Si las observaciones vienen agrupadas en intervalos hay que dis-
tinguir dos casos:

1. Intervalos de igual amplitud. En este caso se fija el intervalo que
tenga mayor frecuencia —intervalo modal absoluto— y aquellos con
frecuencia superior a la de los intervalos adyacentes —intervalos
modales relativos—. Dentro de cada intervalo modal la moda co-
rresponde al valor:

n
My=Liy+—"—a,
Nj41 + Ni—1
Ejemplo 1.18 En la distribucién que sigue, el intervalo mo-
dal absoluto es el (4,5], ademds se tiene un

intervalo modal relativo, el (6, 7].

(Li—1, Li] | ny
2.3 |2
(3,4 |3
4,5 | 7
(5,6] | 3
6,7 |6
(7.8 |5
(8,9 |3

La moda absoluta sera:
3

Mo:4+m1 =4'5.
Y la moda relativa:
M,=6+ L1 = 6'625.
5+3

2. Intervalos de distinta amplitud. En este caso el intervalo modal
absoluto serd aquel que tenga mayor altura de histograma, h;, con
idéntica discusién que antes para las modas relativas. La expresién
de la moda viene dada por:

hit1

My =Ly +
¢ L hi71+hi+1al
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Ejemplo 1.19 Para la distribucion que sigue:

(Li—1, L] | ng | hy
23 |11
3,7 | 615
(7,9 |12] 6
9,14 | 8 |16
(14,20 | 6 | 1
(20,30 | 4 | 0/4

El intervalo modal, sélo existe uno, es (7,9],
con lo que la moda vale:

16 ,
Mo — 7+ m2 :8032
Para terminar este epigrafe observe que cuando las distribuciones
son de intervalos los cdlculos puntuales de la mediana y la moda
utilizan criterios de ponderacién que suponen, como no puede ser
de otra manera, la disposicién uniforme de las observaciones dentro
de los intervalos.

4.4. Comparacion entre media, moda y mediana

Salvo en casos muy especificos, la media es la mejor de las medi-
das de representacion, pues la moda es bastante inestable y un pequeiio
cambio en las observaciones puede afectarle mucho, mientras que la me-
diana es insensible al tamano de los datos, permaneciendo constante si,
por ejemplo, se altera arbitrariamente y en cierto sentido las observacio-
nes extremas. Por otra parte, si se dispone de las modas y medianas de
dos distribuciones hay que conocer cada uno de los datos de éstas para
calcular la moda y mediana de la distribuciéon conjunta. La media por el
contrario es sensible a las alteraciones de los datos, al tamano de éstos
y si se conocen las medias de dos conjuntos de datos, basta con saber
los tamanos de ambos grupos para calcular la media global.

Ejercicio 1.6 Calcule la media, mediana y moda de la distribu-
cion:

1,2,4,7,9,0,9, 11, 13, 14, 17, 21, 34
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Obtenga de nuevo dichas medidas para la distri-
bucion a la que se ha anadido los valores —1 y 47.
Comente los resultados en lo que se refiere a la
estabilidad de las medidas obtenidas.

5. Medidas de posicién

Se llaman medidas de posicién o cuantiles de orden k a aquellas
que dividen a la distribucién en k partes, de tal forma que en cada una
de esas partes haya el mismo niimero de elementos?. De entre todas las
medidas de posicion destacan los cuartiles, los deciles y los percentiles.
Los cuartiles dividen a la distribucién en cuatro partes iguales, los de-
ciles en diez y los percentiles en cien. Habrd, por tanto, tres cuartiles
(Q1,Q2,Q3), nueve deciles (D1, Dy, - -+, Dg) y, noventa y nueve percenti-
les (P1, P, - -+, Pyg). El segundo cuartil, el quinto decil y el quincuagési-
mo percentil son iguales y coinciden con la mediana. En distribuciones
puntuales el célculo es idéntico al de la mediana, siendo ahora 7+ el valor
de discusion. En distribuciones por intevalos la forma general de célculo

para un cuantil, al que se denota por C%, k = 4,10,100,..., es la
siguiente:
mo_ N.
C%:M4+ﬁ44L%r

)

Siendo el intervalo i-ésimo el primero que verifica V; > 7*.

Ejemplo 1.20 En la distribucion:

(Li—1, L] | ni | N;

2.3 |4 4

3,7 | 610

(7,12] |12 22 |— Pys
(12,21] | 8 | 30
(21,25] | 6 | 36 | — Qs
(25,30] | 4 | 40
(30,50] | 3 | 43

EI Q3 se obtendria calculando % = 32'5. La pri-

mera frecuencia acumulada mayor que 32'5 corres-

2La mediana es un caso particular de cuantil, que divide la distribucién en dos
partes iguales.
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ponde al intervalo (21, 25], por lo que:

32’5 — 30
Qs =214 —(——4= 22'66.

Para calcular el P35 se obtiene % = 15'05. EI

intervalo donde se encuentra el percentil buscado
es el (7,12] y, por tanto:

15’05 — 10
Py =7+ T5 = 9'10.

6. Medidas de dispersién

A continuacién se estudian una serie de medidas que por una parte
indicaran el nivel de concentracién de los datos que se estan analizando
y por otra informarédn sobre la bondad de los promedios calculados como
representantes del conjunto de datos.

6.1. Varianza y desviacién tipica

La wvarianza y su raiz cuadrada positiva, la desviacion tipica, son
las més importantes medidas de dispersién, estando intimamente ligadas
a la media como medida de representaciéon de ésta. La varianza viene
dada por la expresién:

r

Z(I‘Z — 3‘:)2n¢

n

Y la desviacién tipica es, por tanto, S = +v/52.

El dar dos expresiones para un mismo concepto se explica porque
la varianza es un término de mas facil manejo, mientras que la desviacion
tipica viene dada en la misma unidad que la variable. Tanto una como
la otra son siempre positivas y valen cero sélo en el caso de que todos los
valores coincidan con la media (representatividad absoluta de la media).
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Ejemplo 1.21 Dada la distribucion:

(Li—1, Li] | x5 | ny
(—2,2] |01
2,4 | 3|3
(48] | 6|6
(8,12] |10]13
(12,20] |16 8
(20,24] |22 6
(24,30] |27 5
(30,40] |35/ 3

Cuya media vale 15, se calcula la varianza y la des-
viacion tipica como:

G2 — (0715)2-1+-4-5+(35715)2-3 — 82

S = V82 =9055.

Propiedades de la varianza

1. Si se le suma una constante a una variable, la varianza de la nueva
variable no cambia.

2. Si se multiplica una variable por una constante, la varianza de
la nueva variable es igual a la de la antigua multiplicada por la
constante al cuadrado.

Estas dos propiedades pueden resumirse en la siguiente expresién:

Y=aX+0 = 5% = a%5%.

Ejercicio 1.7 Demuestre las propiedades anteriores.
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Ejemplo 1.22 Dada la variable X con media & = 12 y desviacion
tipica Sx = 9, la variable Y = 3X — 4 tendra de
media y desviacién tipica:

j=3T—-4=3-12—4=32

Sy =V32. 5y =v9.9 =127

6.2. Otras medidas de dispersién
6.2.1. El recorrido y el rango

Se define el primero como la diferencia entre el mayor y el menor
de los valores y el segundo como el intervalo cuyos extremos son el mini-
mo y el méximo de la distribucién. Tienen la ventaja de que son faciles
de calcular, aunque cuando hay valores aislados en las puntas de la
distribuciéon dan una visién distorsionada de la dispersién de ésta.

Ejemplo 1.23 En la distribucién del ejemplo 1.4 el recorrido vale
7, mientras que el rango es [2,9].

6.2.2. La desviacion absoluta

La desviacién absoluta respecto a la media, estd definida por:

r
Z ‘Il — i]nl
_ i=1

D,, =

n

También puede definirse respecto a la mediana, siendo ésta el valor que
minimiza dicha expresion.

6.2.3. Recorrido intercuartilico

Viene dado por:
Rr=Q3— Q1.

Es una medida adecuada para el caso en que se desee que determinadas
observaciones extremas no intervengan, evitandose, de este modo, una
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vision sesgada de la variabilidad de la distribuciéon. Como inconveniente
principal tiene que en su confeccién sélo intervienen el 50 % de los valores
centrales.

Las expresiones que se acaban de ver expresan la dispersién de la
distribucién en términos absolutos, se precisa definir a partir de ellas,
otras que hagan posible la comparacién entre varias variables y que
tengan en cuenta el tamafno de las observaciones. Obsérvese que la dis-
tribucién formada por los elementos {0’1, 0’2, 0’3, 0’4, 0’5} y la que
constituyen {10001, 1000’2, 1000’3, 1000’4, 1000’5} tienen la misma va-
rianza y, sin embargo, es evidente que en el primero de los casos los
elementos estdn muy dispersos y en el segundo bastante concentrados,
ésto es consecuencia de la primera de las propiedades de la varianza.
Para evitar estas situaciones se estudia la siguiente medida.

6.3. Coeficiente de variacion

Se define como el cociente entre la desviacion tipica y el valor ab-
soluto de la media. Se trata de una medida adimensional, tiene en cuenta
el rango de valores en el que se mueve, permite comparar la dispersién
de varias distribuciones, es invariante respecto a homotecias y sensible
frente a traslaciones. Ademds de lo anterior, el coeficiente de variacion
da informacién sobre la representatividad de la media; y aunque no hay
valores fijos de comparacién, pues depende de circunstancias tales como
el nimero de observaciones, se puede considerar, a efectos practicos, una
cota de 0’5 como limite para admitir que la media representa aceptable-
mente al conjunto de la distribucién.

Ejemplo 1.24 En el caso del ejemplo 1.21 se tiene que:

S 9055

0'60.
|z 15

Cy

Lo que implica que la media no representa en modo
alguno al conjunto de la distribucién.
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6.4. Recorrido semiintercuartilico respecto a la mediana

Viene dado por:

_ Q-

R
SI M.

que al igual que la anterior es una medida adimensional, con las ventajas
e inconvenientes mencionados para el recorrido intercuartilico.

7. Desigualdad de Tchebychev

Esta desigualdad relaciona a la media y a la varianza y tiene la
expresion:
1
flzi =2 <aS)>1-— , a>1
a
Que justifica el caracter de medida de dispersién de la varianza. Asi, en
un intervalo de centro la media y radio 4 veces la desviacién tipica se

encuentra, al menos, el 93’75 por ciento de la distribucion.

Observacién 1.1 La desigualdad de Tchebychev proporciona una cota
inferior para el porcentaje de observaciones en un determinado intervalo
con centro la media de la distribucion.

Ejemplo 1.25 Dada una distribucion con media, * = 25, y des-
viacién tipica, S = 4, el intervalo [ —3S,z+3S5] =
[13,37] garantiza la presencia en su interior de, al
menos, el 88’88 % de la distribucién.

8. Momentos de la distribucion

Las medidas que se han visto hasta el momento presentan visiones
parciales de la distribucién, se pretende dar ahora una herramienta eficaz
que generalice esa idea, de tal forma que la mayoria de las caracteristicas
se puedan expresar utilizando dicha herramienta. Asi, se hace referencia
a los momentos de la distribucion.
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8.1. Momentos respecto al origen

Se define el momento de orden k respecto al origen como:

r
2 : k
xini
_ =l

n

af

Es evidente que ag es igual a 1 y que a1 es igual a la media.
8.2. Momentos respecto a la media

El momento de orden k respecto a la media viene dado por:

T

Z(wi — i)km

i=1
mp —
n

Se puede comprobar que myg es igual a 1, que mq es cero y que my es la
varianza.

Es posible expresar los momentos respecto a la media en funcién
de los momentos respecto al origen.

Ejercicio 1.8 Demuestre que:
a) mg = S? =ay — a3
v que:
b) m3 = a3 — 3asa; + 2a3.

Ejemplo 1.26 En el ejemplo 1.21 el calculo de la varianza se
podria haber hecho, utilizando la férmula anterior,
de la siguiente manera:

"z,
52 — 1 =2

_ 0%2-1+3%.34-.-435°-3  {p2
TS 15

82.
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9. Medidas de forma

Este epigrafe y el siguiente se detienen a analizar la “forma” de la
distribucion, tratando a la variable desde un enfoque distinto al seguido
hasta ahora, en primer lugar se examina la simetria y a continuacién el
apuntamiento.

9.1. Simetria

Los coeficientes de simetria indicaran si la distribucion es simétrica
y, caso de no serlo, el tamafio y la tendencia de su asimetria. Para ello, se
distinguen dos tipos de distribuciones, las que tienen forma de campana
y las que no la tienen, empleandose expresiones alternativas para su
calculo.

1. Si la distribucion tiene forma de campana se utiliza la expresion:
z—M,

g
De tal forma que cuando Ay es igual a cero la distribucién es

simétrica, si es menor, asimétrica negativa o tendida a la derecha,
y si es mayor, asimétrica positiva o tendida a la izquierda.

As =

Ejemplo 1.27 Dada la distribucién campaniforme:

(Li, Liga] | @i | ng | hy
2.4 | 3] 2| 1
48] | 6| 6| 15
8,12 10|12 3
(12,20] 16|12 15
(20,24] | 22| 3075

Donde T = 12, S = 512 y M, = 10, ocurre
que:
12 —10
= =10'39.
T F12

La representacion grafica de la distribucién
viene dada en la figura 1.5.
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i+ 7Tt +T7 T
0 g 10 14 20 25 30

H

Figura 1.5: Histograma

Con lo que la distribucion esta, como puede
observarse en el grafico, inclinada, levemente,
a la izquierda.

2. Si la distribucién no tiene forma de campana o se desconoce este
hecho se calcula la simetria mediante el coeficiente:
ms3
Siendo la discusién igual a la del caso anterior.

Observe que cuando la distribucién es simétrica coinciden la media
v la mediana, y que si ademds tiene forma de campana ambas son
iguales a la moda.

9.2. Curtosis

El grado de apuntamiento de una distribucién se examina a través
del coeficiente de curtosis, para lo cual se compara con la distribucién
Normal tipificada o N(0,1) que se trata en el capitulo 5 (figura 1.6).
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Se puede adelantar, no obstante, que tiene forma de campana y que su
estructura “probabilistica” viene dada por la expresion:

1 2
T) = e 2.
f@) = =
0.4
03
02

X
Figura 1.6: Funcién de densidad N(0,1)

El coeficiente de curtosis toma la expresién:
my
g2 = gt

Cuando dicho coeficiente vale 3 coincide con el de la N(0,1) y se dice
que la distribucién es mesocurtica, si es menor que 3 platictrtica y si es
mayor que 3 leptoctrtica.

Ejemplo 1.28 En la distribucion de frecuencias:

Valor | Frecuencia
2 5

© 0o D Gt
— W NN WA

claramente no campaniforme, se tiene que: n = 20,
T=25,5=2258, mg =12 ymy =471 por lo que
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el coeficiente de asimetria vendria dado por:

ms3 12 i
_ms _ — 0'104.
917768 = 1151

Lo que implicaria que la distribucién esta levisima-
mente inclinada hacia la izquierda.

Por lo que respecta al coeficiente de curtosis:
!
go = — = ——— = 1'81.

Tratandose, por consiguiente, de una distribucién
claramente aplastada o platicirtica.

10. Transformaciones

A veces se tiene el inconveniente de que la distribucién que se
estudia presenta muchas irregularidades, como asimetrias acentuadas,
valores extremos, etc..., en otras ocasiones se debe comparar la posi-
cién de dos elementos que pertenecen a poblaciones con caracteristicas
distintas o del mismo elemento en situaciones distintas. En estos ca-
sos es recomendable efectuar una transformacién que haga mas regular
la distribucién y, por tanto, con mejores condiciones para su estudio.
Particular importancia tiene la tipificaciéon de una variable.

10.1. Normalizaciéon o tipificacién

Dada una variable X con media Z y desviacién tipica S, la tipifi-
cacién consiste en realizar la siguiente transformacion:

X -z

Z:
S

A la nueva variable Z se le llama variable normalizada o tipificada
y tiene media 0 y desviacién tipica 1. Haciendo un simil, la media y
la desviacién tipica de una variable pueden considerarse como el centro
de gravedad de la distribucién y su escala, respectivamente, por lo que
al tipificar distintas variables las centramos en el mismo punto y las
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dotamos de la misma escala; ademas, los valores tipificados pierden la
unidad de la variable. Por lo anterior, la tipificacion tiene la propiedad de
hacer comparables individuos que pertenezcan a distintas distribuciones,
aun en el caso de que éstas vinieran expresadas en diferentes unidades.

Ejemplo 1.29 Dos trabajadores del mismo sector ganan 620€ y
672€, respectivamente. El primero pertenece a la
empresa A, cuya retribucion media y desviacién
tipica vienen dados por: T4 = 580€ y S, = 25€,
mientras que para la empresa del segundo trabaja-
dor se tiene: g = 640€ y S, = 33€. Tanto uno
como el otro ganan salarios por encima de la me-
dia, por lo que si se quiere conocer cual de los dos
ocupa mejor posicion relativa dentro de su empresa
hay que tipificar sus puntuaciones, y asi:

620 — 580

== 1
ZA 5% 6
mientras que:
672 — 640
=——— =0097.
“5 33

Por lo que, aunque en términos absolutos el tra-
bajador de la empresa B gana mds que el de A,
en relacion al conjunto de los empleados de cada
empresa el empleado de A ocupa mejor posicion.

Otras transformaciones usuales son la del logaritmo y la de la
raiz cuadrada que consiguen una mayor simetria y concentracién de los
valores de la distribucion.

11. Analisis exploratorio de datos

El andlisis exploratorio de datos (AED) estd formado por un con-
junto de técnicas estadisticas, fundamentalmente graficas, que pretenden
dar una visién simple e intuitiva de las principales caracteristicas de la
distribucion en estudio. E1 AED puede ser un fin por si mismo o una
primera etapa de un estudio méas completo. Como aspectos més desta-
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cables que abarca el AED, estian los que se refieren a la forma de la
distribucion y a la deteccion de valores andmalos.

11.1. Diagramas de tallo y hojas de Tukey

El diagrama de tallo y hojas es una representacion semi-grafica
donde se muestra el rango y distribucién de los datos, la simetria y si
hay candidatos a valores atipicos. Para su construccion se siguen los
siguientes pasos:

1. Se redondean los valores a dos o tres cifras significativas.

2. Se divide el rango de los datos en k intervalos, cada uno repre-
sentado por una fila de la tabla que esta dividida por una linea
vertical en dos partes. En cada fila, los datos individuales son re-
presentados por uno o dos digitos, segin el rango, (llamado tallo),
mientras que a la derecha de la linea vertical se coloca el 1ltimo
digito del valor (llamado hoja). Si hay algtin punto que se encuen-
tra lejano de la mayoria de los valores (candidato a valor atipico),
éste es colocado en hoja superior o inferior separada. La tabla de
tallo y hojas se acompana de una columna de frecuencias acumu-
ladas creciente inferior y superiormente hasta el tallo que contiene
la mediana que queda senalado entre paréntesis.

Ejemplo 1.30 A partir de la informacion recogida sobre los
caballos de potencia de distintos vehiculos, se

representa el diagrama de tallo y hojas para
dicha variable (figura 1.7).

Su uso es recomendable siempre que el ntimero de datos no sea
muy grande (menor que 50).

11.2. Diagrama de caja 6 diagrama de box-whisker
Los diagramas de caja son representaciones graficas sencillas que

no necesitan un numero elevado de valores para su construccién. Se utili-
zan para estudiar tanto la dispersién como la forma de una distribucién.
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unidad = 10,0 1|2 representa 120,0

1 0I5
01666777
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w o ©

HI | 245,0

Figura 1.7: Diagrama de tallo y hojas

Asimismo son especialmente ttiles para comparar distintas distribucio-
nes entre si.

Diagrama de Cajas
Sonerica | | - +
- T
Fpa } + ! oo

1} a0 100 150 200 250

Cinigen

Fotencia

Figura 1.8: Diagrama de cajas

La caja representa el 50 % central de la distribucién, la linea si-
tuada en el interior de la caja es la mediana, mientras que la cruz se
corresponde con la media. Los extremos inferiores y superiores de los
segmentos (también llamados bigotes) delimitan lo que se denomina
como valores “normales” y coinciden, respectivamente, con el minimo
y el maximo de los valores una vez excluidos los candidatos a valores
anémalos. Los candidatos a valores anémalos se etiquetan como atipi-
cos y coinciden con aquellas observaciones que se encuentran fuera del
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intervalo (LI, LS), donde:

LI = Qi-15R;
LS = Qs+ U5Ry,

es decir, a una distancia de 1, por la izquierda, o de 3, por la derecha,
superior a una vez y media el recorrido intercuartilico; denominandose,
en este caso, atipicos de primer nivel. Cuando la distancia, por uno de los
dos lados, es superior a tres recorridos intercuartilicos, el valor atipico
se denomina de segundo nivel.

Los valores atipicos de primer y segundo nivel quedan normalmen-
te identificados en el diagrama de cajas por simbolos diferenciados (A,
<, +), debiendo considerarse la posibilidad de realizar una depuracién de
los mismos antes de comenzar el tratamiento de los datos.

12. Ejercicios
12.1. Ejercicio resuelto

1.1 Para realizar un determinado experimento se ha medido la
anchura interorbital, en mm., de una muestra de 40 palomas, obtenién-
dose los siguientes datos:

122, 12°9, 11’8, 11’9, 11’6, 11’1, 12’3, 12’2, 11’8, 11’8
10°7, 11’5, 11’3, 11’2, 11’6, 11’9, 13’3, 11’2, 10’5, 11°1
12’1, 11'9, 10’4, 10’7, 10’8, 11°0, 11’9, 10’2, 10’9, 11’6
10’8, 11’6, 10’4, 10’7, 12°0, 12’4, 11’7, 11’8, 11’3, 11’1

Se pide:

a) Construya una distribucién de frecuencias y calcule la
media, desviacién tipica y coeficiente de variacion.

b) Agrupe los datos en intervalos con la amplitud méas ade-
cuada, calculando de nuevo los pardmetros anteriores y comparandolos
con los resultados obtenidos a partir de los datos no agrupados. Dibuje
el histograma.

En lo que sigue trabaje con la distribuciéon por intervalos.
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c) ;En qué intervalo de centro la media se encuentra, al
menos, el 75 % de la distribucién?

d) Calcule la mediana y la moda.

e) Obtenga el intervalo donde se encuentra el 40 % central
de la distribucién.

f) Estudie la simetria y el apuntamiento de la distribucién.

Solucién:
a) La distribucién de frecuencias seria:

102 1 |10 | 1 |17 | 1 || 12/2| 2
1004 2 || 1171 3 || 11’8 | 4 || 12'3 | 1
105 1 [ 1172 2 | 1179 4 || 12/4 | 1
107 3 (1132|1270 1 129 | 1
108 2 |15 1 [ 12/1] 1 || 133 | 1
1091|116 | 4

Graficamente dicha distribucién puede presentarse mediante el
poligono de frecuencias de la figura 1.9.

Para calcular la media:
T
n; 459’2
=Y T o — 11/48 mm

~ n 40

FEs conveniente comprobar siempre que la media es un valor ra-
zonable y, en particular, dentro del rango de valores de la variable. En
nuestro caso 10'2 < 11748 < 13'3.

La desviacién tipica vendria dada por:

5290/28
= — (11748)2
\/ 40 ( )

= V(0/4666 = 06831 mm
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D T T T
10 A 12 13 14

H

Figura 1.9: Poligono de frecuencias

Y el coeficiente de variacion:

/
1
oy S _ 0683

= = 0/0595.
7 11748

El bajo valor del coeficiente de variaciéon indica que los valores
estdn muy concentrados y que la media representa aceptablemente al
conjunto de la distribucién. En general, valores de C'V menores a 0'1
indican una alta concentracién, entre 0’1 y 0’5 una concentracién media
y valores superiores a 05 una alta dispersién y una media poco o nada
representativa.

Observe que tanto la desviacion tipica como el coeficiente de va-
riacion son medidas positivas.
b) Para agrupar la distribucién en intervalos se elige un
niimero de éstos alrededor de y/n, en nuestro caso v/40 = 632 ~ 7. Los
intervalos son de amplitud aproximada:

Recorrido B 13’3 — 10’2

— =0'44.
N° de intervalos 7
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Buscando siempre que sea un valor facil de manejar, en este caso
se opta por una amplitud de 0'5. La distribucién en intervalos quedaria:

Z; (Li—1,L;) | n;
1025 | [10,10'5) | 3
1075 | [10'5,11) | 7
1125 | [11,115) | 8
1175 | [11'5,12) | 14
1225 | [12,125) | 6
12/75 | [12/5,13) | 1
13/25 | [13,13'5) | 1

donde ahora x; representa la marca de clase.

A partir de estos datos se tiene: £ = 11’5mm, S = 0/6708mm y
CV = 0/0583. Con pequenias variaciones respecto a los valores obtenidos
para la distribucién original, en todo caso, perfectamente asimilables y
habiéndose conseguido una mayor facilidad de céalculo.

El histograma se representa en la figura 1.10. Como se puede apre-
ciar la informacién visual que proporciona es mucho maés clara que la que
daria el poligono de frecuencias, a todas luces ininteligible. Se trata de
una distribucién unimodal y un poco tendida hacia la derecha, aunque
esto se cuantificard mas adelante.

c) Para contestar a esta cuestion se utiliza la desigualdad
de Tchebychev, que dice:

1
Flles =7l < k8) 21— .

Para k=2,1- % = 075, por lo que operando con el valor absoluto, el
intervalo sera:

[z — 25,7 + 25] = [10'1138, 12/8462].
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Figura 1.10: Histograma

d) Para calcular la mediana se obtiene la columna de fre-
cuencias acumuladas:

x| (Lim1, L) | i | N;
1025 | 10—10'5| 3 | 3
1075 | 10’5 — 11| 7 | 10
11’25 | 11 — 11’5 | 8 | 18
11775 | 11’5 — 12 | 14 | 32 —
1225 |12 —-12'5| 6 | 38
12751125 —-13 | 1 | 39
13’25 113 —13'5| 1 | 40

La mediana se encuentra en aquel intervalo tal que N; > 5 = 20,
por tanto M, € (11'5,12], por lo que utilizando la férmula apropiada, se
tiene:

2 —N;_ 20 — 18
M,=L;_1+ 2 : lai:11'5+

2 - 5 =11'5714
. 11 0'5 5714 mm

Por lo que 11’5714 deja el 50 % de la distribucién a la izquierda y el otro
50 % a la derecha.
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Para calcular la moda, puesto que los intervalos son de igual am-
plitud, se selecciona aquel que tenga mayor frecuencia, en este caso el
(115, 12] que tiene frecuencia 14, y se aplica la férmula correspondiente:

: 6
M, =L | +—2F o — 115 + WO% — 117143 mm

n;—1 + Nijg1 6

e) E1 40 % central de la distribucién esta contenido en el in-
tervalo (Psg, Pro). El percentil Psy se encuentra en el intervalo (L;_1, L]
para el que se verifica que N; > % = 12. Observando la columna
de frecuencias acumuladas se ve que dicho intervalo es el (11,11’5]. Por
tanto:

12 -10

Py =11+ 0'5 = 11'125.

Operando de forma andloga:

28 —

12, ,
=11 1.
1 0’5 857

Pry =115+

Por lo que el intervalo pedido serd el (11'125,11'8571).
f) Puesto que la distribucién tiene forma de campana el
coeficiente de simetria viene dado por:

z—M, 11'5-117143
Ag = 2 = = —0'319.
S 0'6708

Por lo que la distribucion estd ligeramente inclinada hacia la derecha.

El coeficiente de apuntamiento:

7
ﬁ (zi — 2)* f;
mi V5 0400488

Tt T T (06708 (/202475

92 = 1'97796.

Al ser go < 3 la distribucién es platicurtica, es decir, mas aplastada que
la distribucién N(0,1).
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12.2. Ejercicios propuestos

1.1. Al comenzar el curso se pasé una encuesta a los alumnos del
primer curso de un colegio, preguntandoles, entre otras cuestiones, por el
nimero de hermanos que tenian, obteniéndose los siguientes resultados:

3,3,2,2,8/5,2,4,3,1,4,5,3,3,3,3,3,2,5

1,3,3,2,2,4,3,3,2,2,4,4,3,6,3,3,2,2, 4

3,4,3,2,2,4,4,3,3,4,2,5,4,1,2,8,2,3,3,4

a) Represente este conjunto de datos con un diagrama de
barras.

b) Calcule media, moda y mediana.

c) Estudie la dispersién de los datos.

d) Analice la simetria de la distribucién.

1.2. Los pesos de un colectivo de ninos son:
60, 56, b4, 48, 99, 65, 58, 55, 74, 52, 53, 58, 67, 62, 65
76, 85, 92, 66, 62, 73, 66, 59, 57, 54, 53, 58, 57, 55, 60
65, 65, 74, 55, 73, 97, 82, 80, 64, 70, 101, 72, 96, 73, 55
59, 67, 49, 90, 58, 63, 96, 100, 70, 53, 67, 60, 54

Obtenga:
a) La distribucién de frecuencias agrupando por intervalos.
b) La mediana de la distribucién.
c¢) La media de la distribucién, indicando su nivel de repre-
sentatividad.
d) Utilizando la agrupacién en intervalos, el porcentaje de
alumnos que tienen un peso menor de 65 kg y el ntimero de alumnos con

un peso mayor de 60 kg dentro del grupo de los que pesan menos de 80
kg.

1.3. En el Consejo de Apuestas del Estado se han ido anotando,
durante una temporada, el nimero de premiados de quinielas segun la
cantidad de aciertos, obteniéndose la siguiente tabla:

N° de aciertos (11 12 13 14 15
N° de personas (miles) ‘ 52 820 572 215 41
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Calcule:
a) La mediana, la moda y los cuartiles de la distribucién.
b) La simetria de la distribucién.

1.4. En un puerto se controla diariamente la entrada de pes-
queros segun su tonelaje, resultando para un cierto dia los siguientes
datos:

Peso(Tm.) [ 0-25 25-50 50-70 70-100 100-500
N° de barcos | 5 17 30 25 3

Se pide:

a) El peso medio de los barcos que entran en el puerto
diariamente, indicando la representatividad de dicha medida.

b) El intervalo donde se encuentra el 60% central de la
distribucion.

c¢) El grado de apuntamiento.

d) El tonelaje mas frecuente en este puerto.

1.5. El ntimero de dias de hospitalizacién de los enfermos que
llegan en un cierto dia a un servicio de urgencias, viene dado por:

N° de dias |0-1 25 68 915
N° de enfermos ‘ 53 24 16 7

Se pide:

a) Un coeficiente que represente la distribucién indicando
dicho nivel de representatividad.

b) El porcentaje de enfermos que se quedan hospitalizados
mas de 5 dias.

c) El valor que divide a la distribucién en dos partes iguales.

1.6. Segun un estudio se sabe que la planificacion éptima de una
determinada empresa exige que el 70 % sean administrativos, el 25 % je-
fes de departamento y el 5% inspectores. Para realizar esta planificacién
se lleva a cabo un examen tipo test, obteniéndose las siguientes puntua-
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ciones:
Puntuacién | Empleados
[0,20) 70
[20,50) 115
[50,75) 95
[75,100) 5
a) ;Cual es la puntuacién minima para ser jefe de departa-
mento?

b) ;Y para ser inspector?

1.7. Para la seleccién de personal en dos empresas se realiza un
test obteniéndose las siguientes puntuaciones porcentuales:

Factoria I Factoria 11
Puntuacion | Porcentaje | Puntuacion | Porcentaje
[0,10] 0’07 [10,20] 0’08
[11,19] 025 [21,25] 016
[20,28] 0’38 [26,30] 0’20
[29,41] 019 [31,39] 0’28
[42,50] 0’11 [40,44] 023

[45,50] 0’05

a) ;Cuél de las dos factorias ha sido menos homogénea en
los resultados?

b) ;Qué persona ha tenido una puntuacién mayor con res-
pecto a su factoria: el que ha obtenido 35 en la factoria I o el que con-
siguié 38 en la 117

1.8. La vida 1util de cierto tipo de bombonas de gas presenta la
siguiente distribucidn:

Horas | Fraccién de bombonas
[10,30) 0’04
[30,40) 027
[40,50) 0’34
[50,70) 026
[70,80] 0’09
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Calcule:

a) La vida media de las bombonas de gas.

b) El tiempo de vida més frecuente.

c) El intervalo, con centro la media, donde se encuentre, al
menos, el 85 % de la distribucidn.

d) El apuntamiento de la distribucién.

1.9. El gasto de 100 experimentos, siendo la unidad 100€, viene
dado por la siguiente tabla:

Gasto ‘[10,20) [20,30) [30,40) [40,55]
N° Experimentos ‘ 15 50 30 5

Calcule:

a) El gasto medio de los experimentos.

b) El porcentaje de experimentos que tienen un gasto entre
2300€ y 3500€.

c¢) Los precios que dividen a la distribucién en cuatro partes
iguales.

d) El gasto més frecuente.

1.10. En una entidad bancaria se sabe que, por término medio,
el 15% de los cheques son sin fondo. Las cantidades recogidas en dichos
cheques, en euros, son las siguientes:

Importe de | Numero de
los cheques cheques

0,200) 325
200,600) 515
[600,1000) 420
[1000,3000] 270

Calcule:
a) El importe medio de los cheques sin fondo.
b) El importe mas frecuente de los cheques sin fondo.
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1.11. Para un determinado experimento se venia trabajando con
unas temperaturas que variaban entre 100°C y 130°C. Estas tempera-
turas tenfan una media de 110°C y una desviacién tipica de 16°C. Con
un nuevo sistema se ha conseguido aumentar esta temperatura en 12°C.
;,Coémo varia la dispersién relativa de dicha temperatura?

1.12. La produccién de una empresa estd organizada en dos fac-
torias. La distribucion de los salarios en cada una de ellas es la siguiente:

Salario Obreros Obreros
en euros | Factoria A | Factoria B
[180,360) 20 20
[360,480) 23 28
[480,600) 22 14
[600,900) 15 8
[900,1200] 3 2

Se pide:

a) El salario més frecuente de la factoria A.

b) El salario que divide a la distribucién de la factoria B en
dos trozos iguales.

c¢) Los salarios medios de cada factoria.

d) El salario medio total a partir de los salarios medios de
cada factoria.

1.13. El consumo de gasolina de dos coches de las marcas Citroén
y Mercedes es, respectivamente, de 10 y 11 litros cada 100 km. Para el
conjunto de los coches Citroén y Mercedes, se tienen, respectivamente,
consumos medios de 7/4 y 10’5 litros y varianzas de 9 y 16 litros?. Indique
cudl de los dos coches tiene mayor consumo relativo dentro de su grupo.

1.14. En los contratos de venta de un fabricante, existe una clau-
sula por la que acepta la devolucién de piezas defectuosas. Se consideran
defectuosas aquellas cuya longitud no esté comprendida entre (Z—1, Z+1).
La longitud media de dichas piezas es de 22 mm. con desviacién tipica
0’3. {Cuénto debe valer | para que el porcentaje de piezas devueltas no
supere el 10 %?
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1.15. Una empresa automovilistica ha realizado un estudio sobre
el grado de satisfaccién de sus clientes (X) con la compra de vehiculos
pertenecientes a los segmentos medio (M) y alto (A), obteniendo los
siguientes resultados:

X ny | na
0-6 4 4
7-13 6 7
14-20 9 9
21-27 || 12 8
28-34 9 2

a) Se considera que el grado de satisfaccién es aceptable si la
puntuacién obtenida es superior a 19. Calcule el porcentaje de personas
en cada grupo con un grado de satisfaccién aceptable.

b) ;Cuédl de los dos grupos presenta mayor variabilidad?

1.16. Una poblacién estd dividida en dos subpoblaciones A y B,
de las cuales se conoce lo siguiente:

na=12,np=9, Y z; =234, z; =138, Y a7 = 5036,
A B A

> af = 2586, Mo, =20, Moy, = 22, M, =19, M, = 16.
B

a) ;Se puede calcular la media global del conjunto? En caso
afirmativo, calcilela.

b) ;Se puede calcular la moda y la mediana global del con-
junto? En caso afirmativo, calcilela.

c¢) /Cudl de las medias de las dos subpoblaciones es més
representativa?

1.17. De una distribucién se sabe que su media vale 5 y que el
momento de orden dos con respecto al origen vale 29. Obtenga una
cota inferior del porcentaje de dicha distribucién que se encuentra en el
intervalo [2, 8].
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1.18. Cuantificando a seis individuos en las variables X e Y, se
dispone sélo de algunos de estos valores, se muestra a continuacién la
informacién disponible:

X 1661 6|6
Y 24

6
Complete la tabla sabiendo que la media de Y vale 14, que Z x; = 48,
i=1
y que al tipificar los valores de X se obtiene el mismo resultado que al
tipificar los valores de Y.



